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Zusammenfassung

In diesem Fachseminar beschéftigen wir uns mit der Herleitung p-adischer Zahlen anhand von Potenz-
reihen. Angelehnt an die Zahlensysteme aus der Informatik, wie zum Beispiel das Bindrsystem, werden
wir rationale und einige reelle und komplexe Zahlen beziiglich Primzahlen und ihren Potenzen in Po-
tenzreihen darstellen. In Abschnitt 2-4 beschéaftigen wir uns damit, wie man natiirliche, ganze und
rationale Zahlen p-adisch entwickeln kann. In Abschnitt 5 fassen wir interessante Eigenschaften der
p-adischen Entwicklungen zusammen. Im vorletzten Abschnitt zeigen wir, dass die Menge der ganzen
p-adischen Zahlen ein diskreter Bewertungsring ist. Zuletzt geben wir einen Ausblick auf die Menge
der p-adischen Zahlen, welche mit geeigenten Operationen einen Korper bilden.
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In dieser Arbeit bezeichnet N die Menge der positiven natiirlichen Zahlen und wir definieren Ny := NU{0}.
Mit P bezeichnen wir die Menge der Primzahlen und mit I, den endlichen Korper mit den Elementen

0,...

,p— 1, wobei p € P gilt.



1 Einleitung

Kurt Hensel (1861-1941) beschrieb 1897 erstmals die p-adischen Zahlen. Sie wurden daraufhin in der Zah-
lentheorie unter anderem fiir das Lokal-Global-Prinzip von Hasse—Minkowski sowie fiir Hensels Lemma
benutzt (siehe [6]).

Beim Lokal-Global-Prinzip geht es darum, ob Gleichungen {iber Q 16sbar sind, wenn sie iiber R und den
p-adischen Zahlen lésbar sind (siehe [1, Seiten 99-108]).

Das Lemma von Hensel findet Anwendung, wenn man wissen mochte, ob eine Gleichung eine Loésung in
den p-adischen Zahlen hat (siehe [1, Seiten 88-99]).

Beides sind sehr wichtige Aussagen, aber um diese verstehen und anwenden zu kénnen, miissen wir zu-
néchst verstehen, was die p-adischen Zahlen sind. Dies ist das Thema dieses Seminars.

Wir benutzen stets Primzahlen, jedoch kénnten wir die Resultate in den Abschnitten 2—6 auch mit na-
tiirlichen Zahlen beweisen. In Abschnitt 7 ist die Primeigenschaft notwendig, um zeigen zu kénnen, dass
die Menge aller p-adischen Zahlen ein Korper ist.

2 p-adische Entwicklung natiirlicher Zahlen

Um an die p-adischen Zahlen heranzufiihren, beginnen wir mit einem Beispiel.

Beispiel 2.1. Wir wollen 127 beziiglich der Basis p = 5 darstellen.
Es gilt

127 =255+ 2,
25=5-5+0.

Also gilt

127 =25-542=(5-5+0)-5+2=5-524+2.5'=1.540-5*+0-5' +2-5°.
Oft wird auch 127 = (1, 0,0, 2)(5) geschrieben.
Allgemein konnen wir alle natiirlichen Zahlen beziiglich einer Primzahl p darstellen:

Satz 2.2. Sei p € P beliebig. Dann gibt es fir jedes n € Ny eine eindeutige Darstellung
o0
n=> ap",
k=0

wobei ay, € {0,...,p— 1} fir alle k € Ny.



Beweis. Wir fithren mehrmalige Divisionen durch p durch. Nach dem Divisionsalgorithmus (DA) erhalten
wir

n=mni-p-+ag

ny=ng-p+a

ng2 =Mn3-p+az

Mj—1 = Mj P+ aj-1

nj:()-p—l—aj,

wobei a; < p nach DA, also a; € Fp, und n; € Ny fiir alle i € {0,...,j} gilt.
Durch Riickwértseinsetzen erhalten wir nun

n=ny-p+ta
=(n2-p+a1) p+ag
=ng-p*+ar-p+ag
= (ng-p+ag) p’+ar-p+ao
=n3-p’+az-p’+a1-p+a

J k
= Z app .
k=0
Setze nun ap = 0 fir k£ > j. Dann gilt
o
n = Z akpk.
k=0

Die Eindeutigkeit folgt aus dem Konstruktionsprinzip und der Eindeutigkeit des Divisionsalgorithmus. [

3 p-adische Entwicklung ganzer Zahlen

Nun betrachten wir die ganzen Zahlen. Hierfiir miissen wir Potenzreihen zulassen, also unendliche Sum-
men, um negative Zahlen darstellen zu kénnen. Um stets Wohldefiniertheit zu gewéhrleisten, betrachten
wir die formalen Potenzreihen:

Definition 3.1 (formale Potenzreihe). Sei R ein kommutativer Ring mit 1, dann ist
[o.¢]
ao+ a1 Xt +as X%+ = Zaka
k=0

eine formale Potenzreihe, wobei a, € R fir alle k € Ng.
Manchmal schreibt man auch (..., as,as,a1,a9), statt der Summenschreibweise.

Die Menge aller formalen Potenzreihen der Unbekannten X mit Koeffizienten in R wird mit R[[X]] be-
zeichnet.



Sei nun R stets ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 3.2 (Operationen auf formalen Potenzreihen). Wir definieren eine Addition und eine Multi-
plikation auf R[[X]] durch

+ : R[[X]] x R[[X]] — R[[X]], (i aka> + (i ka’“> = i(ak + b)) X
k=0 k=0 k:.O
- R[[X]] x R[[X]] = R[[X]], (Z aiXZ) : (Z biXZ) = ) apbip X'
=0 =0 =0 k=0

Die Addition ist wohldefiniert, da die Summe zweier Elemente aus R wieder in R liegt, da R unter Addition
abgeschlossen ist.

i
Die Multiplikation ist wohldefiniert, da Y agb;_; als endliche Summe von endlichen Produkten von

Elementen aus R wieder in R liegt, da R lfllza%er Addition und Multiplikation abgeschlossen ist.
Proposition 3.3. Sei R ein Ring, dann ist R[[X]] mit den Operationen aus Definition 3.9 ein Ring.
Beweis. Siehe |2, Kapitel 1]. O
Wir betrachten nun formale Potenzreihen aus dem Ring Z[[p]] fiir ein beliebiges p € P.

Definition 3.4 (unechte p-adische Zahlen). Sei p € P. Wir nennen formale Potenzreihen, welche aus-
schliefilich ganze Zahlen als Koeffizienten haben, unechte p-adische Zahlen. Eine unechte p-adische Zahl

hat als die Form
o0
> app®,
k=0

wobei ay, € Z fiir alle k € Ny.

Wir bezeichnen mit U, die Menge aller unechten p-adischen Zahlen:

U, = {Zakpk | a € ZVEk € NO}.
k=0

Definition 3.5 (ganze p-adische Zahl). Sei p € P. Dann nennen wir eine formale Potenzreihe der Form

0 .
Z aipla
i=0
wobei a; € {0,...,p— 1} fir alle i € Ny, eine ganze p-adische Zahl.

Wir bezeichnen mit Z,, die Menge aller ganzen p-adischen Zahlen:

Zy:= {Zaipi|ai€{0,...,p1}ViENO}.
=0



Definition 3.6 (p-adische Zahlen). Sei p € P. Dann nennen wir eine formale Potenzreihe der Form

o0

Z aipia

i=—n

wbei a; € {0,...,p— 1} fiir alle i € Z und n € Ny, eine p-adische Zahl.

Wir bezeichnen mit Q, die Menge aller p-adischen Zahlen:

Qp::{z aipi|ai6{0,...,p—1}ViEZ,n€No}.

it=—n

Bemerkung 3.7. Wir wollen nun eine Mdoglichkeit finden, unechte p-adische Zahlen p-adisch darzustel-
len, damit wir im Folgenden bei Beweisen keine Probleme mit den Ubertrigen der Koeffizienten von
Potenzreihen bekommen. Wir werden induktiv aus einer beliebigen unechten p-adischen Zahl eine zuge-
horige p-adische Zahl ableiten:

oo
Sei dazu a = Y app® € U, beliebig. Wir beginnen mit ag. Nach dem DA existieren eindeutige by, o € Z
k=0
mit ag = bo - p + 79, wobei 0 < 79 < p gilt. Wir setzen ag := r¢ und erhalten den Ubertrag by € Z. Wir
definieren a} := a3 4+ bp. Nach dem DA existieren nun eindeutige b1,r; € Z, mit aj = by - p + r1, wobei
0 < r1 < p gilt. Wir setzen a; := r; und bekommen den Ubertrag b; € Z.
Induktiv definieren wir nun a; := 7, und az 41 = Gkt bi. Nach dieser Konstruktion erhalten wir eine

eindeutige p-adische Zahl a := i% ayp”, wobei ay, € {0,...,p — 1} fiir alle k € Ny gilt.
k=0

Lemma 3.8. Sei p eine Primzahl. Wir definieren eine Funktion f durch
oo o0
FiUp = Zp, > awp® = > ap”,
k=0 k=0

wobei ay, € Z und ay, € I, fiir alle k € No definiert ist wie in Bemerkung . Dann gelten:

(i) f ist wohldefiniert,

(ii) f ist surjektiv,

(iii) Die Relation ~, welche durch a ~ b & f(a) = f(b) definiert ist, ist eine Aquivalenzrelation auf U,.
Beweis.

(i) Nach dem Konstruktionsprinzip in Bemerkung erhalten wir direkt die Wohldefiniertheit aufgrund
des DA.

(ii) Fassen wir F,, als Menge auf, so gilt IF, C Z. Also kann jede p-adische Zahl auch als eine unechte
p-adische Zahl verstanden werden. Somit gilt fiir alle a € Z,, dass a € U,. Da alle Koeffizienten
von a bereits in F, liegen, gilt ar = 0-p + ax = ax, da a; < p fiir alle k € Ny gilt. Also gilt nach
Definition f(a) = a, was die Surjektivitdt von f impliziert.

(iii) Seien a,b,c € U, beliebig.

- Reflexivitit: Es gilt f(a) = f(a), da f nach (i) wohldefiniert ist. Also folgt a ~ a nach Definition
der Aquivalenzrelation.



- Symmetrie: Gelte a ~ b, also f(a) = f(b). Dann folgt sofort f(b) = f(a), und somit b ~ a.

- Transitivitit: Gelte a ~ b und b ~ ¢. Dann gilt f(a) = f(b) und f(b) = f(c). Es folgt nun
f(a) = f(b) = f(c), also insbesondere f(a) = f(c), und damit a ~ c.

Also definiert ~ eine Aquivalenzrelation auf U,,.
O

Da f surjektiv ist, erhalten wir, dass jede p-adische Zahl in einer Aquivalenzklasse enthalten ist. Da
fir f |Zp : Zp — 7, gerade f |Zp = idg, gilt, ist f |Zp bijektiv und wir erhalten, dass jede Aquivalenz-
klasse genau eine p-adische Zahl enthilt. Wir wiahlen nun stets die p-adische Zahl als Repréasentanten
der jeweiligen Aquivalenzklasse. Somit kénnen wir in allen folgenden Beweisen ohne Einschrinkung auch
Zwischenschritte iiber unechte p-adische Zahlen machen.

Beispiel 3.9. Wir stellen —1 beziiglich einer beliebigen Basis p € P dar. Es gilt
—1=-1-9p°
=(p-1)-p"—1-p'
=(p-1)-p"+(p-1)-p' —1-p°
=(p-1)-pP"+(-1)p' +(p-1)-p°—1-p°

Wir erhalten also

n

o

—1 = 1 — . 7’: — . i

1 nlggo;(p )-p'=(p—1) ;p.
1= 1=

n .

Wiéhle a; = p — 1 fiir jedes i € N, dann gilt —1 = lim,, > a;p’ mit a; € {0,...,p — 1}.
i=0

Fiir p = 3 erhalten wir zum Beispiel —1 = (...,2,2,2,2)3).

Um negative Zahlen darzustellen, miissen wir also unendliche Potenzreihen zulassen.

Satz 3.10. Sei p € P beliebig. Dann gibt es fiir jedes z € 7, eine eindeutige Darstellung

)

k

Z:Zakp )
k=0

wobei ay, € {0,...,p— 1} fir alle k € Ny gilt.

Beweis. Fir z € Ny gilt dies bereits nach Satz Fiir z € Z \ Ny definieren wir z als additives Inverses
von —z € N.
Wir erhalten ((1)%8 additive Inverse induktiv:

Schreibe z = 3 zxp® mit 2z, € Z. Wir wollen z;, fiir alle £ € Ny bestimmen.

k=0
Auflerdem soll z + (—z) = 0 gelten. Da —z € N gilt, kdnnen wir —z nach Satz als formale Potenzreihe

darstellen:
o0
—z=> yp”
k=0



wobei y. € {0,...,p — 1} fiir jedes k € Ny.

Sei nun | € Np minimal mit der Eigenschaft y; # 0. Fur ¢ € {0,...,1 —1}\{0, —1} folgt direkt z; = 0 nach
der Definition der Addition von Potenzreihen.

Nun vergleichen wir die Koeffizienten von p':

z1+yy =0 modp = z=-y modp = z=-y+p

Da 2z +y; = —y; +p + y; = p gilt, erhalten wir einen Ubertrag von 1.
Wir betrachten nun die Koeffizienten von p't1:

21+ 14+yp1=0 modp = zyp1=-yp1—1+p

Wir erhalten wieder einen Ubertrag von 1, da zip1+H14+yi01 = —yi—1+p+1+y41 = p. Wir fahren induktiv

fort und erhalten dadurch eindeutig z. Da die Koeffizienten von —z irgendwann 0 werden, denn die p-

adische Entwicklung natiirlicher Zahlen ist endlich, erhalten wir, dass die Entwicklung der Koeffizienten

von z irgendwann stationdr mit p — 1 wird.

Wir erhalten 2z = (..., —yiro—1+p, —yip1 —1+p, —yp—1+p, —y+p 0,...,0)(). Es gilt nun
——

[—mal

z+ (_Z) = ( w7 Y42 — 1 +p7 —Yi+1 — 1 +p7 —U +p707 70)(p) + ( "7yl+27yl+17y1707"'07)(p)
——— ——

[—mal [—mal

— (o op=1,p—1,9,0,....0), = (...,0,...,0
(.., p—Lp—1p )p = ( )(v)

[—mal

Also ist z € Z nach obiger Konstruktion das additive Inverse zu —z € N. O

4 p-adische Entwicklung rationaler Zahlen

Nun betrachten wir rationale Zahlen.

Beispiel 4.1. Wir wollen % beziiglich 5 darstellen.
Zunichst bestimmen wir die Linearkombination von 5 und 3:

5=1-3+2,
3=1-2+1.

Wir erhalten daraus die Linearkombination
1=3-1-2=3-1-(5-1-3)=1-3-1-541-3=2-3—-1-5.

Es gilt also

1 ) 1
-=2--=2.50-_.5
3 3 3
Es gilt nach dem euklidischen Algorithmus
1 5 5 10
S =-24°=1-3-54+°=3-—.
3 —1—3 3 5+3 3 3
Es folgt also
1 1 10 50 2
Z—=—9_2-.5=2 —_ - ).5=92415-"2=9.50 .5 —Z2.52
3 3 5 +<3 3) 5 +15 5 5 +3-5 3 5

7



Ebenfalls folgt aus dem euklidischen Algorithmus, dass

Einsetzen liefert nun

1 2 5 1
~=9243.5--.52=243-5+(1-=)-52=2+4+3-5+1-5>—=.5%.
3 + 3 + +( 3) + + 3

Wir haben —% bereits vorher bestimmt, es folgt

1 10 2
3:2-5O+3-51+1-52+<3—3)-53:2-50+3-51+1-52+3-53—3-54.

Da wir —% auch schon bestimmt haben, sehen wir, dass die Entwicklung periodisch wird. Wir erhalten

also
1 > i
Z -9 .5
3 + k;l ag )
mit a; = 3, falls k£ ungerade ist, und ar = 1, falls k gerade ist.

Man schreibt dann auch 1
3 = (...,1,3,1,3,1,3,2)(5).

Satz 4.2. Sei p € P beliebig. Dann ldsst sich jede rationale Zahl r € Q eindeutig darstellen als

o0

r= Z akpka

k=—n
wobei ay, € {0,...,p— 1} fiir alle k € Z und n € Ny gilt.

Beweis. Sei r € Q. Dann koénnen wir r eindeutig darstellen als r» = pk% mit I,m € Z, m # 0, wobei
sowohl [ und m als auch m und p teilerfremd sind und k& € Z minimal ist.

Da m und p teilerfremd sind, existieren s,t € Z, sodass 1 = sm + tp gilt.

Es gilt nun

k! k1

It
m m m

l

A =p" = (sm+tp) =pFsl+p
m

Nach dem DA existieren a,b € Z, sodass sl = b-p+ a, wobei 0 < a < p gilt. Dies liefert nun

It It It
— +pkﬂE — p(bp + a) +pk+1a — apF 4+ bpFtl p 1L

It It +bm
— apF 4+ pFt! <b+ m) —a-pf 4 Tpkﬂ_

Also hat p* bereits einen Koeffizienten in {0,...,p — 1}. Da % € Q gilt, kobnnen wir das Verfahren
erneut auf diese Zahl anwenden. Induktiv erhalten wir dadurch die p-adische Darstellung von r.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit: -
Sei ap® + bp*t1 = ap® + bp**1. Dann folgt durch Aquivalgnzumformunggn a—a-+ (b—0bp = 0. Ein
Koeffizientenvergleich liefert a —a = 0, also a = a, und b — b = 0, also b = b. O



Beispiel 4.3. Wir wollen nun ein Beispiel fiir eine p-adische Zahl betrachten, welche nicht in Q liegt.
Wir zeigen, dass /—1 sich 5-adisch darstellen lisst:

Dafiir betrachten wir die Funktion f(z) = 2% + 1.

Unser Ziel ist eine Potenzreihe = 332 a;p’ zu finden, welche 22 + 1 = 0 16st. Es muss also gelten
(. ..,ay,ag,0;5,04,03,02,071, ao)g + 15 = 0.

Uber einen Koeffizientenvergleich von 5° erhalten wir

@@+1=0 mod5 = ag=2.

Da ag € {0, ...,4} gelten muss, ist dies eindeutig. Wir erhalten —1 = (..., a7, ag, as, a4, as, az, ai,2)s.
Nun wollen wir a; bestimmen. Wir verwenden wieder den Koeffizientenvergleich, dieses mal von 5' und
beriicksichtigen den Ubertrag von a3 + 1 = 5:

Ubertrag
=~
a1-24+2-a1+ 1 =0 modp = 4-a1+1=0 moddH = a =1,

daa; € {0,...,4} gelten muss, ist dies eindeutig. Wir erhalten also v/—1 = (..., az, ag, as, as, as,as, 1,2)s.
Der Koeffizientenvergleich von 52 liefert nun

5 A=

a2-2+2-a9+1°+ 1 =0 modb5 = 4-a9+2=0 modb = ay=2
Hier erhalten wir einen Ubertrag von 2, da 4-2 +2 =10 = 2- 5 gilt.
Wir wissen nun /—1 = (..., ar, ag,as, a4, as3,2,1,2)5.
Mit dem Koeffizientenvergleich von 53 erhalten wir nun
—~~
2-a3+taz-24+2-a2-a1+ 2 =0 modb5 = 4-a3+2-2-142=4-a3+6=0 mod5
= a3z =1.
Es folgt /—1 = (...,ar,ag,as,as,1,2,1,2)5. Da 4 -1+ 6 = 10 gilt, erhalten wir einen Ubertrag von 2.
Wir fahren mit dem Koeffizientenvergleich von 5% fort:
2 o> 2 _ _
4-a1+2-a3-a1+a3+ 2 =0 modd = 4-a4+2-1-142°42=4-044+8=0 mod5H
= as =3
Wir erhalten /=1 = (..., ar,a¢,as,3,1,2,1,2)5 und einen Ubertrag von 4, da 4 -3+ 8 = 20 = 4 - 5 gilt.
Der Koeffizientenvergleich von 5° liefert uns
=
4-a5+2-a4-a1+2-az3-a3+ 4 =0 modbH
= 4.a5+2-3-14+2-2-144=4-a5+14=0 mod5b
= a5=4
Also folgt v/—1 = (...,ar,ag, 4,3,1,2,1,2)5 und wir bekommen den Ubertrag 6, da 4-4+14=30=6-5
gilt.
Fiir ag betrachten wir nun den Koeffizientenvergleich von 5°:
9 =
4-a6+2-a5-a1+2-a1-a2+a3+ 6 =0 mod?5
= 4-a6+2-4-14+2:3-2+1°+6=4-a6+27=0 mod 5
= ag=2



Es folgt v/—1=(...,a7,2,4,3,1,2,1,2)5 und der Ubertrag 7, da 4-2+27=35=7"5.
Fiir den Koeffizientenvergleich von 57 erhalten wir

-~
4-a7+2-a5-a1+2-a5-a2+2-a4-a3+ 7 =0 modH
= 4-a74+2-2-142-4-242-3:-1+47=4-a7+33=0 mod5
= a7 =3
Wir erhalten /—1 = (...,3,2,4,3,1,2,1,2)5 sowie den Ubertrag 9.

Es ergibt sich keine RegelméBigkeit, da /—1 nicht rational ist. Wir kénnen diesen Algorithmus endlos
fortfihren.

5 Eigenschaften von p-adischen Zahlen

(i) Jede nattirliche Zahl hat eine endliche p-adische Entwicklung.

Beweis. Da der Divisionslagorithmus nach endlich vielen Schritten terminiert, folgt die Aussage
sofort nach dem Konstruktionsprinzip. O

(ii) Jede negative ganze Zahl wird in der p-adischen Entwicklung nach endlich vielen Stellen periodisch
mit Periode p — 1.

Beweis. Siehe Konstruktionsprinzip im Beweis von Satz O

o0
(iii) Eine p-adische Zahl Y. agp" ist genau dann rational, wenn die Folge (ay)s>_,, periodisch ist. (Eine
k=—-n
Vorperiode ist zugelassen, das heifit, wenn es ein [ > —n gibt, sodass (ax)r>; periodisch ist.)

Beweis. Siehe [5, Seiten 131-132, Satz 3] O
(iv) Jede irrationale Zahl wird in der p-adischen Darstellung nicht periodisch.

Beweis. Folgt direkt aus . O

6 Der diskrete Bewertungsring 7Z,

Definition 6.1. Seip € P. Wir definieren die Addition und Multiplikation auf Z, wie folgt:

+: Zp X Zp — Zp, <Z al-pi> + <Z bipi> = Z(az + bi)pi,
i=0 i=0 i=0
“ 1 Ly X Ly — L, (Z aipi> : (Z bipi> = Z Z apbi_pp',
i=0 i=0 i=0 k=0

wobei a;,b; € {0,...,p— 1} fir alle i € Ny.

10



Die Addition ist wohldefiniert, da fir alle i € Ny gilt, dass a; +b; € Ny gilt. Darauf kénnen wir Lemma
anwenden und erhalten eine p-adische Zahl.
i

Die Multiplikation ist wohldefiniert, da fir alle ¢ € Ny die endliche Summe ) axb;_1 in Ny liegt, woraufhin

k=0
wir wieder Lemma [3.8] anwenden koénnen
Definition 6.2 (diskreter Bewertungsring). Fin diskreter Bewertungsring B ist ein lokaler Hauptideal-
ring, der kein Kérper ist.

Satz 6.3. Z, ist ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Wir zeigen zunédchst, dass Z, ein Ring mit 1 ist.
Wir haben bereits gezeigt, dass sich jede unechte p-adische Zahl als p-adische Zahl schreiben lasst. Wir
kénnen hier also im Beweis stellenweise unechte p-adische Zahlen betrachten.

- (Zp,+) ist eine abelsche Gruppe:
Das Assoziativgesetz sowie das Kommutativgesetz folgen direkt, da wir komponentenweise addieren,
und somit die Addition auf die reellen Zahlen zuriickfiihren kénnen, welche assoziativ und kommutativ

ist.
Das neutrale Element von (Z,, +) ist

o0
0:= Zak -p’g
k=0

mit a; = 0 fir alle k£ € Ny:
Sei b= 302 byp® € Z,, mit by, € {0,...,p— 1} fiir k € Ny. Dann gilt

0+b=>0-p"+> bpp”
k=0 k=0
= (0+0b) p*
k=0
= Zbk P
k=0

=,
Die Gleichung b = b + 0 folgt analog.

Das additive Inverse einer p-adischen Zahl lésst sich wie in Satz bestimmen.

- (Zy,-) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element:
Das Assoziativgesetz lasst sich wie bei der Addition auf die reellen Zahlen zuriickfithren.
Das neutrale Element von (Z,, -) ist

o
1:= Zak -pk,
k=0

mit ag = 1 und a; = 0 fir £ > 0:
Sei b= >, bip" € Z, mit b; € {0,...,p— 1} fiir i € Ny. Dann gilt

b-1 :Z Zakp —Zzbkaz kP—Zbaop—Zb -1 p—pr_b,

=0 =0 k=0

Die Gleichung b =1 - b folgt analog.

11



- Distributivitat:

Seien a;, b;, ¢; € IF), fiir alle ¢ € Ny. Dann gilt

(55ee) ()« ()

I
/—\
(]2
2
)B@

. ) . (i(bl +Ci)pi>
1=0 =0

= Z > ar(bi—k + ci—k)p’

=Y arbikp' + arcipp'
i=0 k=0
.

% 0o 1
=Y > arbikp' + > arcipp'

1=0 k=0 1=0 k=0

- Hauptidealring und eindeutiges maximales Ideal:
Wir werden die beiden Eigenschaften hier nicht beweisen. Der vollstdndige Beweis kann in [3, Seite
107-108, Satz 13.2] nachgelesen werden.

O]

7 Ein Ausblick auf Q,

Definition 7.1. Seip € P. Wir definieren analog zu Z, die Addition und Multiplikation auf Qp:

+:Qpx Qp = Qp, ( > akp’“) + ( > bkp'“) = > (at+b),

t=min{—n,—m}
o) e ) 0o i+m )
1 Qp x Qp — Qp, Sap® || D] bt = Y DT arbikp,
k=-m i=—n—-mk=—n
wobei a;,b; € {0,...,p—1} fir alle i € Z.

Die Addition ist wohldefiniert, da a; + b; € Ny fiir alle ¢ € Z gilt. Wir konnen Lemma anpassen und
die Summe bei negativen Zahlen beginnen und erhalten wieder eine p-adische Zahl. Die Multiplikation
ist nach gleicher Argumentation ebenfalls abgeschlossen.

Satz 7.2. Seip € P. Dann ist Q, ein Korper.
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Beweis. Wir konnen den Beweis, dass (Qp, +, ) ein Ring ist, &hnlich wie den Beweis von Z, fiihren, in-
dem wir die Summen immer ab k = —n fiir ein n € Ny laufen lassen. Es fehlt also nur die Existenz von
multiplikativen Inversen.

(0.@)
Sei dazu @ = Y. agp® € Q,\{0} beliebig. Wir kénnen nun eine Indexverschiebung durchfiihren und
k=—n
erhalten

o0

a= Z app®

k=—n

[ee]
ke
:§ ak—np "
k=0

=:—€

00
— -1 k
=a_pp " |1+ E a_nak—npP
k=1 v
cF,

=a_np "(1—¢).

Hieraus folgt
al = a:}]pn (1— 6)_1 € Qyp,
—_———

0 .
:Z gl
j=0

——
€Qp

wobei wir hier Neumanns Lemma auf F,((Z)) anwenden [4].

Wir erhalten also ein multiplikatives Inverses von a in Q,,, somit ist Q, ein Korper.
O

Bemerkung. Hier geht das einzige Mal ein, dass p eine Primzahl sein muss, da sonst I, kein Korper ist,
und somit kein multiplikatives Inverses existieren muss.

Wir kénnen nun den Beweis von Satz auch uber die multiplikativen Inversen konstruieren, statt iiber
den DA.
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