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Abstract

Typographische Zahlentheorie (TNT) ist ein formales System, welches die natiirlichen
Zahlen beschreibt. Die Idee ist, dass im System die wahren und falschen mathematischen
Aussagen rein syntaktisch bestimmt werden kénnen. Wie TNT die natiirlichen Zahlen
beschreibt und wie zahlentheoretische Aussagen in TNT abgeleitet werden kénnen, soll

im Folgenden vorgestellt werden.



Einleitung

Die ganzen Zahlen und damit auch die natiirlichen Zahlen sind Hauptgegenstand der
Zahlentheorie. Eine Mo6glichkeit, die natiirlichen Zahlen formal zu beschreiben, bietet das
System TNT ( Typographical Number Theory). Die Idee ist, dass im System die wahren und
falschen mathematischen Aussagen bestimmt werden konnen, nur aufgrund der &ufleren
Form. Daher auch der Name: Die mathematischen Sachverhalte sollen typographisch, das
heifft nur syntaktisch, betrachtet werden.! Wie TNT die natiirlichen Zahlen beschreibt
und wie wahre mathematischen Aussagen in TNT bestimmt werden kénnen, soll im Fol-
genden vorgestellt werden.

Dafiir wird im ersten Kapitel beschrieben, was ein formales System ist, und es soll mo-
tiviert werden, warum es hilfreich ist, wahre Aussagen syntaktisch zu bestimmen. Im
zweiten Kapitel wird sich mit dem Aufbau von TNT auseinandergesetzt. Da sich TNT
von einstufiger Pradikatenlogik hauptséchlich in den Axiomen unterscheidet, werden die-
se genauer erldutert. Anhand eines Beispiels soll verdeutlicht werden, wie in TNT wahre
mathematische Aussagen bestimmt werden kénnen. Abschlieend soll im dritten Kapitel
ein Ausblick gegeben werden, warum TNT das Ziel, alle wahren Aussagen zu bestimmen,

nicht erreicht.

1. Grundbegriffe und Motivation
1.1. Formales System

Bevor wir uns TN'T genauer anschauen, werden grundlegende Begriffe definiert. Wir wol-
len allgemein sagen, was ein formale System ist. Um dieses definieren zu kénnen, miissen

wir den Begriff des Alphabets einfithren:

Definition 1 (Alphabet). Ein Alphabet A ist eine endliche Menge aus Grundzeichen.

Die Elemente von A werden auch Zeichen oder Symbole genannt.?

Definition 2 (Zeichenreihe). Sei A ein Alphabet. Eine Zeichenreiche ist eine endliche
Sequenz (ay,...,a,) von Elementen ay,...,a, € A fir ein n € N. Das heift, eine Zei-

chenreihe iiber einem Alphabet A ist ein Element von A" fiir ein n € N.3

Will man eine formales System definieren, muss festgelegt werden, welche Zeichen in der
Sprache benutzen werden diirfen. Diese werden durch das Alphabet festgelegt: Die Zeichen

aus der Menge des Alphabets diirfen im formalen System genutzt werden. Zeichenreihen
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sind Abfolgen von Symbolen aus dem Alphabet. Sie sind Ausdriicke des formalen Systems
und werden aus dem Alphabet gebildet. Wir sind so in der Lage das formale System zu

definieren:

Definition 3 (Formales System tber einem Alphabet A). Ein formales System F' iiber
einem Alphabet A besteht aus:*

(i) einem Alphabet A
(ii) Ableitungsregeln
(iii) einer abzéhlbaren Anzahl an Axiomen

Das Alphabet haben wir schon definiert. Axiome sind festgelegte Formeln. Die Ablei-
tungsregeln geben an, wie eine Formel des Systems aus einer anderen Formel abgeleitet
wird. Eine weitere Definition, die wir spéater brauchen, ist die des Theorems im formalen

System:

Definition 4 (Theorem). Ein Theorem eines formalen Systems F ist eine Zeichenfolge,
die entweder ein Axiom ist, oder aus den Axiomen von F' ableitbar ist, indem endlich oft

die Ableitungsregeln angewendet werden.?

1.2 Motivierendes Beispiel

Ein Beispiel fiir ein formales System ist die einstufige Pradikatenlogik. Wir wollen sie
benutzen, um zu zeigen, was es heifit, dass in einem formalen System die Wahrheit einer
mathematischen Aussage allein aufgrund ihrer dufleren Form bestimmt werden kann. Da-

fiir leiten wir die Formel PV —P aus den Axiomen mithilfe der Ableitungsregeln her:°

.|

2. P (Annahme)

3. =P (Doppelte Negationsregel)
4. ]

5. P — —=P (Implikationseinfithrung)
6. ——=P — =P (Kontraposition)

7. =P — P (Doppelte Negationsregel)
8. PV-P (Umformungsregel)

4[Smullyan, S.4.]
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Nach Definition 4 handelt es sich bei der Formel PV =P um ein Theorem. Das bedeutet
unabhéngig von der Bedeutung von P auflerhalb des formalen System, ist PV =P immer
wahr. Setzen wir beispielsweise fiir P ,4 ist eine Primzahl® ein, erhalten wir mit der In-
terpretation der logischen Symbole den wahren Satz: ,4 ist eine Primzahl oder 4 ist keine
Primzahl®. Das ist fiir uns insofern wichtig, als dass wir mathematische Aussagen, die
formal die Form P V =P haben, unabhéngig von ihrer Bedeutung bereits als wahr iden-
tifizieren konnen. Allerdings hat einstufige Pradikatenlogik einen grofien Nachteil: Sie ist
sehr grobkornig. Damit ist gemeint, dass in ihr die meisten primitiven Eigenschaften, die
fiir Zahlentheoretiker*innen wichtig sind, nicht dargestellt werden konnen.” Ein Beispiel:

Der Satz ,,5 ist eine Primzahl® kann in einstufiger Pradikatenlogik so dargestellt werden:
P(a),

wobei P fiir die Eigenschaft steht, eine Primzahl zu sein, und a fiir 5 steht. Das unter-
schlagt aber wesentliche strukturelle Eigenschaften: Was wir mit der Eigenschaft, eine
Primzahl zu sein, eigentlich ausdriicken wollen, sind bestimmte Teilereigenschaften der
Zahl 5. Das heifit, die Eigenschaft eine Primzahl zu sein, lasst sich im zahlentheoretischen
Kontext auf Teilereigenschaften reduzieren. Diese kénnen nur mithilfe der Multiplikation
dargestellt werden, die in einstufiger Priadikatenlogik aber nicht représentiert ist. Zum an-
deren ist auch die Zahl 5 nicht einfach eine Zahl aus unserer betrachteten Menge, sondern
sie hat strukturelle Eigenschaften, die zahlentheoretisch von Bedeutung sind: Sie ist zum
Beispiel der Nachfolger der Zahl 4. Das heifit sie steht in einem gewissen Zusammenhang
oder Ordnung zu den anderen Elementen, die wir betrachten wollen. Insofern sollte das
formale System auch die Struktur der nattirlichen Zahlen darstellen, um zahlentheoretisch
brauchbare Aussagen machen zu koénnen.

Im Gegensatz zur einstufigen Pradikatenlogik kénnen in TNT die primitiven arithmeti-
schen Operationen und die Struktur der natiirlichen Zahlen dargestellt werden, weswegen

wir uns dieses System im Folgenden genauer anschauen wollen.

2. TNT

Wie schon erwahnt, formalisiert TN'T die natiirlichen Zahlen axiomatisch. Um einen Satz
wie ,,5 ist eine Primzahl® zu formalisieren, benétigt das System Zeichen und Anordnungs-
regeln, die wir uns zuerst anschauen werden, um anschliefen die Ableitungsregeln und

Axiome zu betrachten.

"[Hofstadter, S. 204f.]



2.1 Zeichen und Wohlgeformtheit in TNT

Definition 5 (Sprache von TNT). Die Sprache Lrnt = {S,+,%,0} von TNT besteht

aus den folgenden nicht logischen Zeichen:®
(i) Einstelliges Funktionssymbol: S
(ii) Zweistellige Funktionssymbole: +, %
(iii) Ein Konstantensymbol: 0

Die logischen Zeichen (inklusive zweistelliges Identitétsrelationszeichen =) mit ihrer iib-
lichen Interpretation tibernehmen wir aus der einstufigen Pradikatenlogik.

Den Zeichen + und * wiirden wir intuitiv die Bedeutung der Addition und der Multipli-
kation zuordnen. Allerdings sind sie bis jetzt nur Zeichen ohne jegliche Bedeutung. Wir
werden spéter sehen, dass sie auch die intuitive Bedeutung der Addition und Multipli-
kation erhalten. Um sie aber nicht mit ihrer Bedeutung zu verwechseln und anzuzeigen,
dass wir uns in der Sprache des formalen Systems befinden, haben sie Uberstriche. 0 wird
die Bedeutung der 0 zugeordnet. S wird als ,der Nachfolger von® interpretiert. Mithilfe

von 0 und S kénnen die natiirlichen Zahlen im System dargestellt werden.

Definition 6 (Zahlzeichen). 0 ist ein Zahlzeichen.

Ist ¢ ein Zahlzeichen, so ist auch S(p) ein Zahlzeichen.”

S(S(S(0))) hat die Interpretation ,Der Nachfolger des Nachfolgers des Nachfolgers der
0“. So wird die Zahl 3 in TNT représentiert.

Definition 6 ist schon die erste Wohlgeformtheitsregel. Da wir gesagt haben, welche Zei-
chen TNT hat, muss noch festgelegt werden, wie die Zeichen von TNT zusammengesetzt
werden dirfen. Wir definieren im Folgenden also, welche Formeln wohlgeformt sind. Da
TNT eine Erweiterung der einstufigen Prédikatenlogik ist, werden die Regeln fiir wohl-
geformte Formeln fiir Zeichen, die auch die Pradikatenlogik besitzt, iibernommen und es
werden im Folgenden nur die Regeln aufgezahlt die Zeichen betreffen, die nicht in der

Pradikatenlogik zu finden sind.

Definition 7 (Terme). Zahlzeichen und Variablen sind Lpnxp-Terme.
Ist ¢ ein Lrnr-Term, so ist auch S(p) ein Lrnyr-Term.
Sind ¢ und v Lyyt-Terme, so sind auch (¢ + ¥) und (¢ * ©) Lryr-Terme.!?

8[Berto, S.56.]
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Definition 8 (Atomare Formeln). Sind ¢ und ¢ Lrn-Terme, so ist ¢ = 1) eine atomare

Formel.!!

Beispiel: S(S(0)) = (z3+xg) ist eine atomare Formel.

Bis jetzt haben wir fiir TNT die Notation festgelegt. Um Satze wie ,,5 ist eine Primzahl*

zu Ubersetzen, beziehungsweise Satze wie zum Beispiel
(S(5(0))+5(0)) = S(S(5(0))) (1)

wieder zurtick in die mathematische Sprache zu iibersetzen, fehlt uns die Bedeutung von
,+ und ,%“. Zwei Dinge sollen in unserem formalen System fiir (1) gelten: Erstens soll-
te die Bedeutung von (1) der mathematischen Aussage ,,2 + 1 = 3“ entsprechen. Und
zweitens, da ,2 + 1 = 3% eine wahre Aussage ist, sollte (1) ein Theorem von TNT sein,
sowie auch die formale Darstellung der Aussage ,,5 ist eine Primzahl®“. Die Bedeutung der
Aussage (1) basiert auf der Bedeutung von + und %, welche durch die Axiome von TNT
festgelegt sind. Um festzustellen, dass (1) ein Theorem von TNT ist, muss es geméfl De-
finition 4 aus den Axiomen mithilfe der Ableitungsregeln abgeleitet werden kénnen. Das
bedeutet zusammenfassend, es miissen auch noch die Ableitungsregeln und die Axiome

festgelegt werden.

2.2 Ableitungsregeln von TNT

Die Ableitungsregeln aus der einstufigen Pradikatenlogik werden iibernommen. Das be-
deutet, die Ableitung aus 1.2 behélt ihre Giiltigkeit in TN'T und demnach wére beispiels-

weise

(5(0) =0) v =(5(0) =0)

ein Theorem von TNT.

Fur die Nachfolger-Funktion und die Identitdt werden die Ableitungsegeln ergédnzt durch:
Definition 9 (Ableitungsregeln fir Identitét). Seien ¢, ¥ und o Lrnp-Terme.
SYMMETRIE: Wenn ¢ = 1 ein Theorem ist, dann ist auch ) = ¢ ein Theorem.

TRANSITIVITAT: Wenn ¢ = ¢ und ¢ = ¢ Theoreme sind, dann ist auch ¢ = o ein

Theorem.?

Definition 10 (Ableitungsregeln fiir Nachfolger). Seien ¢ und ¢ Lpnr-Terme.

" [Hofstadter, S.214.]
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S ERGANZEN: Wenn ¢ = 1 ein Theorem ist, dann ist auch S(¢) = S(¢) ein

Theorem.

S STREICHEN: Wenn S(¢) = S(¢) ein Theorem ist, dann ist auch ¢ = 9 ein

Theorem.3

Da wir sie im Folgenden oft brauchen werden, sei hier nochmal an die Spezifikationsregel

und die Generalisierung erinnert:

Definition 11 (Ableitungsregel der Spezifikation). Sei x eine Variable, welche in in einer
Zeichenreihe ¢ auftritt. Wenn Vzp ein Theorem ist, dann ist auch ¢ ein Theorem, sowie
alle Zeichenketten die aus ¢ gebildet werden, in dem man x durch einen Term ersetzt, wo
immer x in ¢ als freie Variable vorkommt.

Einschrankung: Der Term, der fiir x eingesetzt wird, darf keine Variable enthalten, tiber

die in ¢ quantifiziert wird.*
Beispiel: Aus Vx(0 % S(x)) = 0 darf (0 % S(0)) = 0 abgeleitet werden.

Definition 12 (Ableitungsregel der Generalisierung). Ist ¢ ein Theorem, in dem eine
Variable x frei vorkommt, dann ist Yz ein Theorem.

Einschrinkung: Uber eine freie Variable in einer Annahme darf nicht generalisiert wer-

den.'®

2.3 Axiome von TNT

Ein Ziel von TNT war es, die Struktur der natiirlichen Zahlen formal darzustellen. Dies
soll durch die Axiome gewéhrleistet werden. Sie sind angelehnt an den Peanoaxiomen.

Die Axiome lauten:'®
Axiom 1: Vo =S(z) =0
AXIOM 2: Vz (z +0) ==
AXIOM 3: VaVy (z F S(y)) = S(z F y)
AXIOM 4: Vz (z%0) =0

AxIoMm 5: VaVy (z % S(y)) = ((x ¥ y) T x)

[Hofstadter, S.219.]
[Hofstadter, S.217.]
5[Hofstadter, S.218.]
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Axiom 1 sagt aus, dass 0 einen besonderen Stellenwert hat: 0 ist selbst kein Nachfolger.
Das heif3t, sie ist der Beginn der beschriebenen natiirlichen Zahlen. Axiom 2 und 3 betref-
fen die Addition: Sie legen die Bedeutung des Zeichens + auf die Addition fest. Analog
legen die Axiome 4 und 5 die Bedeutung des Zeichens * auf die Multiplikation fest, wobei

der Zusammenhang mit der Addition hergestellt wird.

Beispiel: Wir konnen so die Interpretation der Nachfolgerfunktion nachvollziehen:

Axiom 3 — AXioEm 2 S(ﬂf)
d.h.
S(x) = (x + 5(0))

. Der Nachfolger einer natiirlichen Zahl, also die nachste natiirliche Zahl, ist die nattirliche
Zahl plus 1.

Wir sind jetzt in der Lage, unseren Beispielsatz ,,5 ist eine Primzahl® aus 1.2 in TNT zu
formalisieren. Dafiir muss der Satz etwas praziser ausgedriickt werden, sodass die zahlen-
theoretischen bedeutsamen Eigenschaften berticksichtigt werden. Umformuliert lautet der
Satz: Es gibt keine zwei Zahlen, die jeweils groflier als 1 sind, sodass 5 gleich dem Produkt
der zwei Zahlen ist. Da wir nur eine Aussage von natiirlichen Zahlen machen, das heifit,
nur von Zahlen die grofler gleich null sind betrachtet werden, kann die Bedingung, dass
die zwei Zahlen grofler als 1 sind auch anders formuliert werden: Es existieren keine zwei
Zahlen z und y, sodass 5 gleich dem Produkt von x + 2 und y + 2 ist. Die Addition ist in
TNT durch + représentiert und die Zahl 2 durch das Zahlzeichen S(S(0)), sodass = + 2
und y 4 2 in TNT als Terme

(z+5(5(0))) und  (y+5(5(0)))

dargestellt werden konnen, die mithilfe von Axiom 3 und 2 wieder (siehe vorangegangenes
Beispiel) in
S(S(z)) und S(S(y))

umgeformt werden kénnen.

Die gesamte Aussage kann dann in TNT formalisiert werden durch:!”

—J23y (S(S(S(5(5(0))))) = (S(S(2)) * S(S(y))))

17Hofstadter, S.212]



Allerdings fehlt noch ein wichtiges Charakterisierungsmerkmal der natiirlichen Zahlen,

das man schnell sieht, wenn man versucht die Formel

abzuleiten.!® Man muss die Eigenschaft fiir alle natiirlichen Zahlen zeigen. Beginnend mit
0, gilt:

Die Eigenschaft kann jeweils fiir eine spezifische Zahl mithilfe des Axioms 2 oder 3 abgelei-
tet werden, das heifit (2.1) — (2.3) sind jeweils Theoreme. Allerdings ldsst sich von diesen
einzelnen Theoremen mit den bisher gegebenen Axiomen nicht auf (2) schlieen. Dafiir
miussten die spezifischen Félle fiir alle natiirlichen Zahlen abgeleitet werden, was jedoch
unendlich viele sind. Ein formales System, welches die (2) nicht als Theorem bestimmen
kann, scheint die Struktur der natiirlichen Zahlen und die arithmetischen Operationen
nicht addquat reprasentieren zu konnen. Es ist also eine weitere Ableitungsregel nétig, die
es ermoglicht Formeln wie (2) abzuleiten.

Die fehlende Regel ist in den Peanoaxiomen als Induktionsaxiom verankert. Es bietet
die Moglichkeit, Theoreme tiber Eigenschaften, die fiir alle natiirlichen Zahlen gelten, ab-
zuleiten, ohne eine unendliche Anzahl von Einzelfillen abzuleiten. Die Ableitungsregel

lautet:

Definition 13 (Ableitungsregel Induktion). Sei x eine Variable und ¢|z] eine Lrnt-
Formel, worin z frei vorkommt. Wenn ¢[0/x] und Vz (¢[z] — ¢[S(z)/x]) Theoreme sind,

dann ist auch Vxy[z] ein Theorem.!?

Nach dieser Regel zeigt man, dass die Eigenschaft fiir die erste natiirliche Zahl gilt und
unter der Nachfolgerbeziehung bestehen bleibt. Da die Nachfolgerbeziehung alle natiirli-
chen Zahlen strukturiert, ist ein Schluss darauf, dass die Eigenschaft fiir alle natiirlichen
Zahlen gilt, gerechtfertigt.

Es sei dabei angemerkt, dass es sich bei der Ableitungsregel genau genommen nicht um

eine Regel handelt, sondern um ein Schema. Das heifit, die Regel der Induktion gibt fiir

18[Hofstadter, S.221.]
19[Hofstadter, S.224.]
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jedes ¢ eine eigene Regel an. Wir haben also eigentlich abzéhlbar unendlich viele Regeln
der Induktion. Das liegt daran, dass umgangssprachlich ausgedriickt, das Induktionsaxi-
om nach Peano aussagt: Fiir jede Eigenschaft der 0, die auch eine FEigenschaft fiir den
Nachfolger einer Zahl ist, welche diese Eigenschaft hat, ist eine Eigenschaft aller natiir-
licher Zahlen. Hier wird eine Aussage fiir alle Eigenschaften getroffen, es wird also tiber
alle Eigenschaften quantifiziert. Das ist in TNT, welches einstufig ist, nicht formal dar-
stellbar. Daher gehen wir den Umweg iiber ein Schema, das eine eigene Regel fiir jede
einzelne Eigenschaft angibt.?” Wir konnen damit die Formel (2) ableiten, was gleichzeitig

auch ein Beispiel fiir eine Ableitung einer zahlentheoretischen Aussage in TNT darstellt:?!

. Ve(z+0)=x (Axiom 1)

2. 040=0 (Spezifikationsregel, 0 fiir x)
3. VaVy(z + S(y)) = S(z + y) (Axiom 3)

4. Vy(O0 + S(y)) =S50+ y) (Spezifikationsregel, 0 fiir x)
5. (0F S(y)=S0+F y) (Spezifikationsregel)

6. |

7. O0OF+y =y (Annahme)

8. S0+ y)=S(y) (S ergéanzen)

9. (0F S(y)) =50 F y) (Zeile 5)

10. 0+ S(y)) = S(y) (Transitivitét)

11. ]

12 0Fy)=y—0F Sy) =Sy (— Einfithrung)

13. Yy(0+y)=y— 0+ S)=SW) (Generalisierung)

4. Yy(0+y)=vy (Induktion aus 2. und 13.)

TNT kann so die natiirlichen Zahlen axiomatisch formalisieren. In TNT sind die arith-
metischen Operationen und die Struktur der natiirlichen Zahlen reprasentiert. Haben wir
eine Formel als Theorem in TNT bestimmt ist die Formel in ihrer Interpretation eine
wahre mathematische Aussage. Fine Frage, die sich anschlief$t, ist, ob umgekehrt TNT
alle wahren mathematischen Aussagen bestimmen kann. Dazu soll ein kleiner Ausblick

im nachsten Kapitel gegeben werden.

3. Ausblick

Wenn behauptet wird, dass ein Theorem von TNT in seiner Interpretation eine wahre ma-
thematische Aussage ist, wird implizit die Korrektheit von TNT behauptet. Korrektheit

20[Berto, S.61.]
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bedeutet, dass jedes Theorem von TNT in seiner Interpretation wahr ist. Die umgekehrte
Richtung ist Vollstandigkeit. Dass TNT vollstandig ist, wiirde bedeuten, dass jede wahre
mathematische Aussage ein Theorem in TNT ist. Wére TNT korrekt und vollstandig,
dann waren die wahren mathematischen Aussagen genau die Theoreme von TNT.
Gehen wir davon aus, dass TNT nicht nur korrekt sondern auch vollstiandig ist, also jede
wahre mathematische Aussage, die in TNT formalisiert werden kann, ein Theorem ist. In
diesem Fall ware das Bestimmen von wahren Aussagen in der Zahlentheorie sehr einfach:
Man wiirde die Aussage in TNT zur Formeln ¢ tibersetzen. Nach unserer Annahme gilt,
falls die Aussage wahr ist, ist ¢ ein Theorem in TN, falls die Aussage falsch ist, ist = ein
Theorem. Man konnte dann anfangen, alle Theoreme von TNT systematisch aufzuzahlen
bis man irgendwann zu ¢ oder —p kommt, welches dann bestimmt, ob die mathematische
Aussage wahr oder falsch ist. Wir konnten so zum Bestimmen der Wahrheit aller mathe-
matischen Aussagen einen mechanischen Prozess angeben.??

Das ist nicht der Fall. Das liegt daran, dass die Annahme, TNT sei vollstdandig, falsch
ist. Man sagt auch, TNT ist unvollstindig. Gédel hat mit seinem ersten Unvollsténdig-
keitssatz gezeigt, dass sich eine Aussage finden lasst, die wahr ist, jedoch nicht in TNT
ableitbar ist. Insofern kénnen wir uns als Zahlentheoretiker zwar auf die Korrektheit des
Systems verlassen, jedoch nicht darauf, dass damit die Frage nach allen wahren zahlen-

theoretischen Aussagen endgiiltig geklart ist.
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