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Idee

Alltagliche wie mathematische Aussagen haben haufig zwei Gemeinsamkeiten:
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Idee

Alltagliche wie mathematische Aussagen haben haufig zwei Gemeinsamkeiten: Sie
besitzen einen Wahrheitswert (wahr/falsch) und sie lassen sich logisch verkniipfen.
Dies versuchen wir in der Aussagenlogik zu formalisieren.
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Regen und nasse StraBen

Seien A die Aussage ,,Es regnet.” und B die Aussage , Die StraBe ist nass."
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Regen und nasse StraBen

Seien A die Aussage , Es regnet.” und B die Aussage , Die StraBe ist nass.” Wir kdnnen
Aussagen wie ,Wenn es regnet, ist die StraBe nass." oder ,,Die StraBe ist nass, doch es
regnet nicht.” bilden.
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Regen und nasse StraBen

Seien A die Aussage , Es regnet.” und B die Aussage , Die StraBe ist nass.” Wir kdnnen
Aussagen wie ,Wenn es regnet, ist die StraBe nass." oder ,,Die StraBe ist nass, doch es
regnet nicht.” bilden.

In formaler Sprache l3sst sich dies als A — B bzw. B A =A ausdriicken.
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Sprache

In Aussagenlogik starten wir mit einer Sammlung von Atomen A, B, C, . ... Dies sind
Aussagen, denen wir einen Wahrheitswert wahr oder falsch zuordnen kénnen.
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Sprache

In Aussagenlogik starten wir mit einer Sammlung von Atomen A, B, C, . ... Dies sind
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Sprache

In Aussagenlogik starten wir mit einer Sammlung von Atomen A, B, C, . ... Dies sind
Aussagen, denen wir einen Wahrheitswert wahr oder falsch zuordnen kénnen.
Weiterhin verwenden wir eine Sprache bestehend aus Junktoren {—,V, A\, —, >, L}.
Mit geeigneter Klammersetzung lassen sich nun aussagenlogische Satze formen.
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Beispielsatze

® (AV B) bzw. AV B — auBere Klammern kénnen weggelassen werden.
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Beispielsatze

® (AV B) bzw. AV B — auBere Klammern kénnen weggelassen werden.
e -(A—= (BANC))
* (A= A)—= (A= (B—A)
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Beispielsatze

® (AV B) bzw. AV B — auBere Klammern kénnen weggelassen werden.
e -(A—= (BANC))

*c (A=A — (A= (B—A)

e VB
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Wahrheitswerttabellen

Jeder Aussage kann mit folgender Wahrheitswerttabelle ein Wahrheitswert zugewiesen
werden:
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Wahrheitswerttabellen

Jeder Aussage kann mit folgender Wahrheitswerttabelle ein Wahrheitswert zugewiesen

werden:

A B|—|A AVvB AANB A—B A+« B L
w w| f w w w w f
w f f w f f f f
f w| w w f w f f
f | w f f w w f
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Wahrheitswerttabellen

Beispiel:

A B|(B>A) A= (B—A) AV(B—A)
wow w w w

w f w w w

f w f w f

f f w w w
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Wahrheitswerttabellen

Beispiel:

A B|(B>A) A= (B—A) AV(B—A)
wow w w w

w f w w w

f w f w f

f f w w w

Eine logische Aussage, die unter jeder Belegung der Atome wahr ist, nennt man eine
Tautologie.
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Logische Schliisse

Fiir eine formale Herleitung von Tautologien (oder generell Satzen aus Mengen anderer
Satzen) bendtigen wir ein System von Deduktionsregeln.
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Logische Schliisse

Fiir eine formale Herleitung von Tautologien (oder generell Satzen aus Mengen anderer
Satzen) bendtigen wir ein System von Deduktionsregeln. Falls I eine Menge von
Séatzen ist und ¢ ein Satz, so schreiben wir

r
¢ bzw. —
@

fur ,,p ist aus I herleitbar"
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Logische Schliisse

Fiir eine formale Herleitung von Tautologien (oder generell Satzen aus Mengen anderer
Satzen) bendtigen wir ein System von Deduktionsregeln. Falls I eine Menge von
Séatzen ist und ¢ ein Satz, so schreiben wir

r
¢ bzw. —
@

fur ,,p ist aus I herleitbar"
Zum Beispiel gilt {AA B} - A.
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Naturliche Deduktionsregeln
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Naturliche Deduktionsregeln

—i: B
A— B
AA— B

e—
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Naturliche Deduktionsregeln

—i: B
A— B
AA— B
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Naturliche Deduktionsregeln

—i: B Are:
A— B

AA— B
e—
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Naturliche Deduktionsregeln

ANB
—i: B Are: 5
A— B
AA— B Vi A
o WA D " TAVEB
B
ni: B
" AAB
AAB
Ale A
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Naturliche Deduktionsregeln

ANB

—i: B Are: 5
A— B

AA— B Vi A

o WA D " TAVEB

5 A

A B Vi

i ’ BV A
AR ANB
AAB
Nle A
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Naturliche Deduktionsregeln

ANB
—i: B Are: 5
A— B
AA— B Vi A
o WA D " TAVEB
5 A
A B Vi ————
i ’ BV A
Al ANB V
AVB,A—C,B— C
AAB
Nle A C
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Naturliche Deduktionsregeln

ANB
—i: B Are: 5
A— B
AA— B Vi A
o WA D " TAVEB
5 A
A B Vi ————
i ’ BV A
Al ANB V
AVB,A—C,B— C
AAB
Nle A C
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Naturliche Deduktionsregeln

ANB
—i: B Are: 5
A— B
AA— B Vi A
o WA D " TAVEB
5 A
A B Vi ————
i ’ BV A
Al ANB V
AVB,A—C,B— C
AAB
Nle A C
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Naturliche Deduktionsregeln

ANB
—i: B Are: 5
A— B
AA— B Vi A
o WA D " TAVEB
5 A
A B Vi ————
i ’ BV A
Al ANB V
AVB,A—C,B— C
AAB
Nle A C
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Naturliche Deduktionsregeln

A—-B B— A
A+ B
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Naturliche Deduktionsregeln

A—-B B— A
A+ B

A& B
A— B
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Naturliche Deduktionsregeln

A—-B B— A
A< B

A& B

" A— B

A< B

B— A

<—rre:
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Naturliche Deduktionsregeln

A—-B B— A
A< B
AGB lem:
" A— B
A+ B
B— A

A— B -A—B
B

<—rre:

Lothar Sebastian Krapp



Naturliche Deduktionsregeln

. A—-B,B—A
Ao B . A= BoA— B
HIe‘—AHB o B
A= B . PA— L
tore. AT B PTAT
“ B A
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Beispieldeduktion

Wir leiten per natiirlicher Deduktion her:

A—BF-B—-A
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Godelscher Vollstandigkeitssatz
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Godelscher Vollstandigkeitssatz

Der Gédelsche Vollstandigkeitssatz besagt (unter anderem), dass jede Tautologie durch
natiirliche Deduktion herleitbar ist.
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Idee

Logische Aussagen und Folgerungen werden oft ber Objekte und deren Eigenschaften
gemacht.

Lothar Sebastian Krapp



Idee

Logische Aussagen und Folgerungen werden oft ber Objekte und deren Eigenschaften
gemacht. Die Sprache der Aussagenlogik l3sst noch keine solchen Formalisierungen zu,
weshalb wir das Sprechen iiber Objekte und ihre Eigenschaften formalisieren miissen.
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Idee

Logische Aussagen und Folgerungen werden oft ber Objekte und deren Eigenschaften
gemacht. Die Sprache der Aussagenlogik l3sst noch keine solchen Formalisierungen zu,
weshalb wir das Sprechen iiber Objekte und ihre Eigenschaften formalisieren miissen.
(Wir beschrénken uns auf eine sehr einfache Form der Pradikatenlogik mit unéren
Pradikaten und variablenfreien Termen.)
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Unverheiratete Junggesellen

Wir fiihren folgende Pradikate ein:

Lothar Sebastian Krapp
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Wir fiihren folgende Pradikate ein:
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Unverheiratete Junggesellen

Wir fiihren folgende Pradikate ein:
M(x): ,,x ist ein Mann."
V(x): ,x ist verheiratet."

Lothar Sebastian Krapp
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Wir fiihren folgende Pradikate ein:
M(x): ,,x ist ein Mann."

V(x): ,x ist verheiratet."

J(x): ,x ist ein Junggeselle.”
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Unverheiratete Junggesellen

Wir fiihren folgende Pradikate ein:
M(x): ,,x ist ein Mann."

V(x): ,x ist verheiratet."

J(x): ,x ist ein Junggeselle.”

Nun kénnen wir Aussagen pradikatenlogisch formalisieren, wobei wir liber die Menge
aller Menschen quantifizieren:

Lothar Sebastian Krapp



Unverheiratete Junggesellen

Wir fiihren folgende Pradikate ein:

M(x): ,,x ist ein Mann."

V(x): ,x ist verheiratet."

J(x): ,x ist ein Junggeselle.”

Nun kénnen wir Aussagen pradikatenlogisch formalisieren, wobei wir liber die Menge
aller Menschen quantifizieren:

Vx (M(x) A =V(x)) = J(x)):
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Unverheiratete Junggesellen

Wir fiihren folgende Pradikate ein:

M(x): ,,x ist ein Mann."

V(x): ,x ist verheiratet."

J(x): ,x ist ein Junggeselle.”

Nun kénnen wir Aussagen pradikatenlogisch formalisieren, wobei wir liber die Menge
aller Menschen quantifizieren:

Vx ((M(x) A =V(x)) = J(x)):,Jeder unverheiratete Mann ist ein Junggeselle."
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Unverheiratete Junggesellen

Wir fiihren folgende Pradikate ein:

M(x): ,,x ist ein Mann."

V(x): ,x ist verheiratet."

J(x): ,x ist ein Junggeselle.”

Nun kénnen wir Aussagen pradikatenlogisch formalisieren, wobei wir liber die Menge
aller Menschen quantifizieren:

Vx ((M(x) A =V(x)) = J(x)):,Jeder unverheiratete Mann ist ein Junggeselle."

Ix (V(x) A J(x)):
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Unverheiratete Junggesellen

Wir fiihren folgende Pradikate ein:

M(x): ,,x ist ein Mann."

V(x): ,x ist verheiratet."

J(x): ,x ist ein Junggeselle.”

Nun kénnen wir Aussagen pradikatenlogisch formalisieren, wobei wir liber die Menge
aller Menschen quantifizieren:

Vx ((M(x) A =V(x)) = J(x)):,Jeder unverheiratete Mann ist ein Junggeselle."

Ix (V(x) A J(x)):,Es gibt einen verheirateten Junggesellen.”
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Sprache

Zuséatzlich zu den logischen Symbolen aus der Aussagenlogik haben wir nun
Pradikatensymbole Py, P>, ..., P, Q, R, Variablen x1,xo,...,x,y,z, Quantoren 3,¥
und Terme t1,...,ty, u, v, w.
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Sprache

Zusatzlich zu den logischen Symbolen aus der Aussagenlogik haben wir nun
Pradikatensymbole Py, P>, ..., P, Q, R, Variablen x1,xo,...,x,y,z, Quantoren 3,¥
und Terme ty,...,t,, u, v, w. Zuldssige Formeln erhalt man durch iterative Anwendung
von logischen Verkniipfungen und Quantifizieren lber eine bestimmte Variable.
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Sprache

Zusatzlich zu den logischen Symbolen aus der Aussagenlogik haben wir nun
Pradikatensymbole Py, P>, ..., P, Q, R, Variablen x1,xo,...,x,y,z, Quantoren 3,¥
und Terme ty,...,t,, u, v, w. Zuldssige Formeln erhalt man durch iterative Anwendung
von logischen Verkniipfungen und Quantifizieren liber eine bestimmte Variable. Sind
alle Variablen in einer Formel durch Quatoren gebunden, ist die Formel ein
pradikatenlogischer Satz.
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Beispielformeln

* VA (AN 3Ix P(x))
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Beispielformeln

® VA (AA3x P(x)) — keine Formel, da wir nur tber Variablen quantifizieren dirfen.
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Beispielformeln

® VA (AA3x P(x)) — keine Formel, da wir nur tber Variablen quantifizieren dirfen.
* P(x) = Vy (P(y) = ~Q(y))
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Beispielformeln

® VA (AA3x P(x)) — keine Formel, da wir nur tber Variablen quantifizieren dirfen.
® P(x) = Vy (P(y) = —Q(y)) — Formel, aber kein Satz, da x nicht gebunden ist.
* Vx3y (P(x) = 3z (P(2) A =Q(y)))
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Beispielformeln

® VA (AA3x P(x)) — keine Formel, da wir nur tber Variablen quantifizieren dirfen.
® P(x) = Vy (P(y) = —Q(y)) — Formel, aber kein Satz, da x nicht gebunden ist.

e ¥x3y (P(x) — 3z (P(z) A ~Q(y))) — Satz, da alle Variablen nur gebunden
auftreten.
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Naturliche Deduktionsregeln

A: beliebige Formel mit freien Variablen, t Term, f Variable oder Term.
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Naturliche Deduktionsregeln

A: beliebige Formel mit freien Variablen, t Term, f Variable oder Term.
A(x)

vi Vx A(x)
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Naturliche Deduktionsregeln

A: beliebige Formel mit freien Variablen, t Term, f Variable oder Term.

. Ax)
vi Vx A(x)
- Vx A(x)
A
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Naturliche Deduktionsregeln

A: beliebige Formel mit freien Variablen, t Term, f Variable oder Term.

. Ax)
vi Vx A(x)
- Vx A(x)
A
. At)
3 Ix A(x)
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Naturliche Deduktionsregeln

A: beliebige Formel mit freien Variablen, t Term, f Variable oder Term.

. Ax)
vi Vx A(x)
- Vx A(x)
Ve: W
. At)
3 Ix A(x)
T Ix A(x),A(f) — B
' B
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Beispieldeduktion

Wir leiten per natirlicher Deduktion her:

Vx (P(x) A Q(x)) F P(1) A 3x Q(x)
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