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Logisches Kalkiil

Fir das folgende logische Kalkiil beschranken wir uns auf die addquate
aussagenlogische Sprache {—, —}.
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Logisches Kalkiil

Fir das folgende logische Kalkiil beschranken wir uns auf die addquate
aussagenlogische Sprache {—, —}.

Sei L eine Sprache (der Pradikatenlogik erster Stufe). Wir definieren das formale
System K(L) als die Sammlung der folgenden Axiome und Schlussregeln:

Q A— (B—A).

Q@ A->(B—-0C)—=(A—=B)—= (A= 0)).

Q@ (-B—-A) — (A— B).

Q Vx.A — A[t/x], wobei t keine freie Variable enthalten darf, die nach Einsetzen in
A fiir x gebunden ist.

Q@ (Vx.(A— B)) — (A — Vx.B), wobei x nicht frei in A erscheint.
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Logisches Kalkiil

@ Aus A und A — B folgere B.
@ Aus A folgere Vx.A.

Dabei sind A, B, C beliebige £-Formeln, t ein beliebiger Term und x eine beliebige
Variable.
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Logisches Kalkiil

@ Aus A und A — B folgere B.
@ Aus A folgere Vx.A.
Dabei sind A, B, C beliebige £-Formeln, t ein beliebiger Term und x eine beliebige

Variable.
Sei I eine Menge von L-Formeln und sei A eine £L-Formel. Wir sagen, dass A aus I’

uber L(K) herleitbar ist, falls es eine geordnete Liste [Aq, ..., Ap] von L-Formeln gibt,
sodass A, = A und fir jedes A; einer der folgenden Falle gilt:
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Logisches Kalkiil

@ Aus A und A — B folgere B.

@ Aus A folgere Vx.A.
Dabei sind A, B, C beliebige £-Formeln, t ein beliebiger Term und x eine beliebige
Variable.
Sei I eine Menge von L-Formeln und sei A eine £L-Formel. Wir sagen, dass A aus I’
uber L(K) herleitbar ist, falls es eine geordnete Liste [Aq, ..., Ap] von L-Formeln gibt,
sodass A, = A und fir jedes A; einer der folgenden Falle gilt:

(4] A,' erl.

@ A ist ein K(L)-Axiom.

© Esgibt j,k <imit Aj = A, — A,

© Es gibt j </ und eine Variable x mit A; = Vx.A;.
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Logisches Kalkiil

@ Aus A und A — B folgere B.

@ Aus A folgere Vx.A.
Dabei sind A, B, C beliebige £-Formeln, t ein beliebiger Term und x eine beliebige
Variable.
Sei I eine Menge von L-Formeln und sei A eine £L-Formel. Wir sagen, dass A aus I’
iber L(K) herleitbar ist, falls es eine geordnete Liste [Aj, ..., Ay] von L-Formeln gibt,
sodass A, = A und fiir jedes A; einer der folgenden Falle gilt:

(4] A,' erl.

@ A; ist ein K(L)-Axiom.

© Esgibt j,k <imit Aj = A, — A,

© Es gibt j </ und eine Variable x mit A; = Vx.A;.
Wir schreiben T -7y A und nennen [A1,...,Ap] einen Beweis von A aus [ iiber
L(K).



Konsistenz

Fir Fk(c) schreiben wir von nun an -
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Konsistenz

Fir Fx(c) schreiben wir von nun an .

Definition

Seien L eine Sprache und I eine Menge von L£-Satzen. I heiBt konsistent, falls es
keinen L£-Satz ¢ gibt, fiir den sowohl I' = ¢ als auch I = = gilt.
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Erfallbarkeit

Fixiere eine Sprache £ und eine Menge von L£-Satzen I

I" ist genau dann erfiillbar, wenn es konsistent ist.
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Erfallbarkeit

Fixiere eine Sprache £ und eine Menge von L£-Satzen I

I" ist genau dann erfiillbar, wenn es konsistent ist.

Kompaktheitssatz

I" ist genau dann erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge von I erfiillbar ist.
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Godelscher Vollstandigkeitssatz

Fixiere eine Sprache £ und eine Menge von £-Satzen T.
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Godelscher Vollstandigkeitssatz

Fixiere eine Sprache £ und eine Menge von L£-Satzen I

Definition

Sei ¢ ein L£-Satz. Wir sagen, dass ¢ eine logische Konsequenz von T ist, falls fiir alle

Modelle M [=T gilt, dass M |= .
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Godelscher Vollstandigkeitssatz

Fixiere eine Sprache £ und eine Menge von L£-Satzen I

Definition
Sei ¢ ein L£-Satz. Wir sagen, dass ¢ eine logische Konsequenz von T ist, falls fiir alle

Modelle M [=T gilt, dass M |= .

Godelscher Vollstandigkeitssatz, 1930

Sei ¢ ein £-Satz. Dann gilt:
I+ ¢ genau dann, wenn I = .
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Godelscher Vollstandigkeitssatz

Fixiere eine Sprache £ und eine Menge von L£-Satzen I

Definition

Sei ¢ ein L£-Satz. Wir sagen, dass ¢ eine logische Konsequenz von T ist, falls fiir alle

Modelle M [=T gilt, dass M |= .

Godelscher Vollstandigkeitssatz, 1930

Sei ¢ ein £-Satz. Dann gilt:
I+ ¢ genau dann, wenn I = .

Der Godelsche Vollstandigkeitssatz postuliert die Aquivalenz zwischen syntaktischer
Beweisbarkeit und semantischer Giiltigkeit eines gegebenen Satzes.
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Entscheidbarkeit

Sei A eine L-Interpretation. Wir nennen Th(.A) die Menge der £-Satze, welche A
erfiillt, und bezeichnen sie als die vollstandige Theorie von A.
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Entscheidbarkeit

Definition

Sei A eine L-Interpretation. Wir nennen Th(.A) die Menge der £-Satze, welche A
erfiillt, und bezeichnen sie als die vollstandige Theorie von A.

Definition

I" heiBt entscheidbar, falls es einen Algorithmus gibt, der fiir einen beliebigen £-Satz ¢

in endlicher Zeit ausgibt, ob ' = ¢ oder I [~ . Eine L-Interpretation A heiBt
entscheidbar, falls Th(A) entscheidbar ist.
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Tarskis Entscheidungsalgorithmus

Sei L =(+,—,-,0,1,<,=), die Sprache der angeordneten Ringe. Sei R die
L-Interpretation (R, +,—,-,0,1, <,=).
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Tarskis Entscheidungsalgorithmus

Sei L = (+,—,-,0,1,<,=), die Sprache der angeordneten Ringe. Sei R die
L-Interpretation (R, +, —,-,0,1, <, =).

Satz (Tarski, 1948)
‘R ist entscheidbar.
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Tarskis Entscheidungsalgorithmus

Sei L =(+,—,-,0,1,<,=), die Sprache der angeordneten Ringe. Sei R die
L-Interpretation (R, 4+, —,-,0,1, <, =).

Satz (Tarski, 1948)
‘R ist entscheidbar.

Tarskis Entscheidungsalgorithmus basiert auf einem Verfahren, das entscheidet, ob
gegebene polynomiale Gleichungen und Ungleichungen Losungen besitzen.
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Tarskis Entscheidungsalgorithmus

Sei L =(+,—,-,0,1,<,=), die Sprache der angeordneten Ringe. Sei R die
L-Interpretation (R, 4+, —,-,0,1, <, =).
Satz (Tarski, 1948)

‘R ist entscheidbar.
Tarskis Entscheidungsalgorithmus basiert auf einem Verfahren, das entscheidet, ob
gegebene polynomiale Gleichungen und Ungleichungen Losungen besitzen. Dieser

Algorithmus gibt uns einen automatischen Theorembeweiser fiir Aussagen lber die
reellen Zahlen in der Sprache angeordneter Ringe.
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Tarskis Exponentialfunktionsproblem

Sei Lexp = (+,—,+,0,1, <, =,exp), wobei exp eine einstellige Funktion ist. Sei
Rexp = (R, +,-,0,1, <, =,exp), wobei exp : x — €.

Lothar Sebastian Krapp



Tarskis Exponentialfunktionsproblem

Sei Lexp = (+,—,+,0,1, <, =,exp), wobei exp eine einstellige Funktion ist. Sei
Rexp = (R, +,-,0,1, <, =,exp), wobei exp : x — €.
Frage (Tarski, 1948): Ist Ry, entscheidbar?
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Tarskis Exponentialfunktionsproblem

Sei Lexp = (+,—,+,0,1, <, =,exp), wobei exp eine einstellige Funktion ist. Sei
Rexp = (R, +,-,0,1, <, =,exp), wobei exp : x — €.

Frage (Tarski, 1948): Ist Ry, entscheidbar?

Die Frage ist bis heute ungelost. Es wurden Entscheidungsalgorithmen fiir Reyp
vorgeschlagen. Die Funktionalitit dieser beruht jedoch auf der Annahme noch nicht
bewiesener Vermutungen. (Siehe dazu [4].)
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Grenzen der Entscheidbarkeit

Sei £ = (+,-,1,0,<).

Die L-Interpretation (N, +,-,1,0, <) ist nicht entscheidbar.
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Grenzen der Entscheidbarkeit

Sei £ = (+,-,1,0,<).

Die L-Interpretation (N, +,-,1,0, <) ist nicht entscheidbar.

Dies ist eine direkte Folgerung aus den Godelschen Unvollstandigkeitssatzen.
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