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1 Probabilistische Methode, Zufallsgraphen

Die probabilistische Methode besteht darin, sich auf einer gewissen Grundmenge einen
Wahrscheinlichkeitsraum zu erzeugen und dann gewisse Fragen iiber Eigenschaften dieser
Menge zu untersuchen. Diese Methode ist bei dem Beweis des Satzes von Erdos ent-
standen, wobei sie auch verwendet wurde. Man hat sich hier als Grundmenge die Menge
alle Graphen auf einer festen Knotenmenge V, |V| = n genommen und auf ihr einen
Wahrscheinlichkeitsraum erzeugt. Dann hat man mit Hife der Wahrscheinlichkeiten fiir
die einzelnen Graphen, den sogenannten Zufallsgraphen Eigenschaften, wie z.B. die chro-
matische Zahl, Taillenweite, Kantenmenge, Umfang u.s.w. untersuchen kénnen um somit
schlieflich den Satz von Erdos zu beweisen.



2 Definitionen

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Begriffe definiert, die man im weiteren
Verlauf fiir den den Beweis von Erdés benétigt (sowohl direkt als auch indirekt).

2.1 Wahrscheinlichkeitsraum, Zufallsgraph
Seien n € N, |V|=n und p € (0,1),e € [V]?

(a) Fiir jedes e sei (2, P(Q), P.) der Wahrscheinlichkeitsraum mit Q. := {1, 0.}
und P(1.) =p, P(0.) =q:=1—p.

(b) Wir bezeichnen mit G(n, p) den Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,P(Q),P) = ( H Qc, P( H QE)’P)'

ec[V]? ec[V]2

(c) Ein festes w € () identifizieren wir mit dem Graphen G auf V' mit der Kantenmenge
E(G) = {efw(e) = 1.}
und nennen G einen Zufallsgraphen auf V' mit der Kantenwahrscheinlichkeit p.

(d) Als Ereignis bezeichnet man ein Element oder eine Teilmenge der zugrundeliegenden
Menge des Wahrscheinlichkeitsraumes.

(e) Die Ereignisse A, := {w € Q| w(e) = 1.} sind unabhéngig, d.h
Ve, ...ex} C[V2: P(A, N...NA,) = P(A,)-...- P(A,,) (k € N)

2.2 Zufallsgrofie

Eine Abbildung
X :G(n,p) = [0,00)

nennt man auch nicht negative Zufallsgroke auf G(n, p).

2.3 Erwartungswert

Sei X eine nicht negative Zufallsgrofe auf G(n,p). Der Erwartungswert oder Mittelwert
der Zufallsgrofe X ist die Zahl

E(X):= Y  P{G})-X(G).

GegG(n,p)



3 Lemmata fur den Beweis von Erdos

In diesem Abschnitt werden einige niitzliche Lemmata bewiesen, mit denen man letztend-
lich den Satz von Erdos beweisen kann.

3.1 Lemma (1): Wahrscheinlichkeit unabhéingiger Eckenmenge

Fiir jedes n > k > 2 gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass G € G(n, p) eine unabhéngige
Eckenmenge der Méchtigkeit £ enthalt

Beweis:
Sei k € Nund U € [V]*. Es gilt U unabhingig in G < V u,v € U : u ¢ N(v). Damit
folgt P[U unabhingig in G] = P[K* = G[U]] = q@ Da es nur (}) solcher Mengen U
in [V]* gibt, folgt somit die Behauptung.

O

3.2 Lemma (2): Mittlere Anzahl von Kreisen

Die mittlere Anzahl von Kreisen der Lénge k in einem Zufallsgraphen
G € G(n,p) betrigt %pk.

Beweis:

Sei X : G(n,p) — N die Zufallsgrofe, die jedem Zufallsgraphen G € G(n,p) die Anzahl

seiner zu C* isomorphen Teilgraphen zuordnet. Sei nun C; die Menge aller Kreise der

Lange k mit Ecken in V.

Da man (n); :=n(n—1)(n—2)-...-(n—k+1) Moglichkeiten hat eine Folge verschiedener

Kanten aus V' zu wéahlen und davon jeweils 2k den selben Kreis beschreiben, folgt sofort
(n)x

IC| = T

Sei weiter fiir festes C' € Cy die charakteristische Zufallsgroke X¢o @ G(n,p) — {0,1}

0 sonst
Es gilt
E(Xe) = ) P{GH-Xo(G) = Y P({G}) = PICCG] = p"
G €G(n,p) G e€G(n,p)

Weiter kann man X durch die einzelnen X darstellen, denn

X(G)= ) Xe(G)

C ey,



Aus der Linearitdt des Erwartungswertes folgt nun

B = B(Y Xe) = 3 B(xe) = Yok = Wy

C ey CeCy CeCy

3.3 Lemma (3): Markov-Ungleichung

Es sei X eine nicht negative Zufallsgofe auf G(n,p) und a € R*. Dann gilt

P[X >a] < EX)

Beweis:
Nach Definition von E(X) gilt

E(X) = Y PUGY)-X(G) = a- Y. PG} = a-P[X >ad]

G e G(n,p) C;{G( G(n,p)

3.4 Lemma (4): Grenzwert Unabhingigkeitszahl

Sei G € G(n,p). Ist k > 0 und p = p(n) > 11—’“2 fiir alle hinreichend grofen n, so gilt

lim Pla(G) > =0

)
Beweis:
Sei G € G(n,p). Fiir alle ganzzahligen n > r > 2 gilt nach Lemma (1):

Pla(G) >7r] < (”)Q(S) < 97q(8) < 9ner(3)

Setzt man nun p > 16;—’“2 und r > - > 2 so folgt:

2 _

n2
Pla(G)>r] < 27T < 2% < 2% " =0 (n— oo)




4 Der Satz von Erdos

4.1 Satz von Erdos

Zu jedem k € N gibt es einen Graphen H mit Taillenweite g(H) > k und chromatischer
Zahl x(H) > k.

4.2 Grundidee des Beweises

Man will also einen Graphen H finden, bei dem sowohl g(H) > k, also es keiner Kreise der
Léange kleiner als k gibt und bei dem y(H) > k, also es zwangsweise keine unabhéngige
Eckenmenge der Machtigkeit grofer als % gibt (daraus wiirde nédmlich folgen, dass die
notigen Farbklassen klein wéren (kleiner als die Unabhéngigkeitszahl) und man entspre-
chend viele von ihnen bréuchte um den Graphen zu farben).

Die Frage ist nun welche Wahrscheinlichkiet man passend wéhlen kann um so einen Gra-
phen H zu finden. Es miisste einerseits p klein sein, damit man wenige Kreise der Lange
kleiner k£ hat und grofs, damit man nur wenige unabhéngige Eckenmengen der Méchtigkeit
kleiner % erhélt. Das Problem ist, dass sich die Bereiche fiir die Wahrscheinlichkeiten
nicht tiberschneiden.

Man wahlt nun einfach p so, dass man wenige Kreise der Lange kleiner als k zulédsst und
entfernt dann schliefslich aus jedem dieser Kreise eine Ecke. Da die Unabhéangigkeitszahl
dabei nicht wichst, man aber erreichen kann dass es keine Kreise der Lange kleiner als k
gibt, kann man somit einen gewiinschten Graphen finden.

4.3 Beweis des Satzes von Erdos

Seice e Rmit 0 < ¢ < % fest gewihlt und p := n°~!. Sei X die ZufallsgroRe, die jedem
Graphen G € G(n, p) die Anzahl seiner Kreise mit einer Lange als kleiner & zuordnet.
Es gilt nach Lemma (2):

k
E(X) =) 5 P S
i=3 i=3 i=3

Mit Lemma (3) folgt nun weiter:

E(X
] < ) — (k_z)nkflpk — (k_Q)nkfln(sfl)k _ (k_Q)nksfl

—~

P[X >

|3
I3

Dake—-1 < k% — 1 = 0 folgt hieraus:

lim P[X > 2] < lim (k—2)n* 1 =0

n—oo - 92 n—00

Wiihle nun n so groR, dass P[X > 2] < 1 und P[a(G) > 2] < 1, was aufgrund des

Lemmas (4) und der Wahl von p mdglich ist. Dann existiert ein Graph G € G(n,p) mit
a(G) < 5 und weniger als § Kreisen der Lange kleiner als k. Entferne nun aus jedem
dieser Kreise der Lange kleiner als k& des Graphen G eine Ecke. Der neu entstandene Graph



n

H besitzt noch mindestens § Ecken, jedoch keine Kreise der Lénge kleiner als k& mehr,
also g(H) > k. Weiter gilt nun nach Wahl von G:

\H]| n 2k
H) > > =
XUH) 2 205 2 2~ -k

Damit folgt, dass ein Graph H mit den Eigenschaften g(H) > k und x(H) > k existiert
und somit die Behauptung.



5 Nutzen des Satzes von Erdos

Man will die globale definierte Eigenschaft der chromatischen Zahl auf lokale Phdnomene
im Graphen reduzieren. Sei also G ein Graph mit x(G) > k, so stellt sich die Frage, ob
G immer einen zu K* isomorphen Teilgraphen, also einen vollstindigen Teilgraphen mit
| K| = k, enthélt. Die chromatische Zahl x(G), miisste dann also automatisch grofer oder
gleich y(K*) = k sein und somit wire eine anspruchsvolle Untersuchung des gesamten
Graphen iiberfliissig.

Der Satz von Erdés besagt nun aber, dass dies nicht fiir alle Graphen G, |G| = V mit
X(G) > k der Fall ist. Betrachtet man eine Teilknotenmenge U C V, |U| < k der ur-
spriinglichen Knotenmenge von G, so gilt, dass fiir alle betrachteten Untergraphen auf
der gewéahlten Menge U, also allen G[U], gelten muss, dass diese keine Kreise enthalten,
denn ¢(G) > k, doch ist |U| < k. Damit ist aber nun aber jeder der moglichen betrachte-
ten Untergraphen G[U] 2-farbbar, denn wenn in einem Graphen kein Kreis vorliegt, so ist
er automatisch bipartit. Damit kann also im gesamten Graphen kein K* enthalten sein
und man muss den gesamten Graphen priifen um festzustellen weshalb x(G) > k.
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