Unendlichkeitslemma

Definition 1. Sei G ein Graph und P C G von der Form
V(P) - {moal‘l,x%'“} E(G) = {$0$1,$1$2w-~}a
so nennen wir P Strahl in G. Wir schreiben dann auch zgxix,... anstelle von P.

Lemma 2. Sei V), Vi, Vs, ... eine unendliche Folge paarweise disjunkter, nichtleerer, end-
licher Mengen und G ein Graph auf ihrer Vereinigung mit Vn € N :Yv € V,, : v hat einen
Nachbar in V,,_4.

(Fig. 8.1.2 aus [2] verwendet)

Dann existiert ein Strahl vovive in G mit v; € V; fiir alle i € Ny.

Beweis. Setze P als die Menge aller Wege der Form w,w,,_1...wywy mit n € N und w; € V;
fur alle ¢ € {1,...,n}. Offenbar ist P unendlich.

Wir definieren unseren Strahl induktiv.

Startpunkt: Da V4 endlich ist und P unendlich ist, muss es eine Ecke vy € Vj geben,
sodass es unendlich viele Wege aus P gibt mit vy als Endecke. Wéhle ein solches vy und
setze Py als die Menge aller nichttrivialen Wege aus P mit Endecke vy.

Laufvorschrift: Sei nun n € N und seien vy, vy, ..., v,_1 mit v; € V; fur allei € {1,....,n—1}
und P,_1 C P bereits gegeben derart, dass P,_; die Menge aller Wege aus P ist, die
VoU1...U,_1 als echten Teilweg enthalten und P,,_; unendlich ist.

Da jeder Weg aus P,_; genau eine Ecke aus V,, enthalt, P, _; unendlich ist und V,, endlich
ist, existiert eine Ecke v, € V,,, sodass v,, in unendlich vielen Wegen aus P,,_; enthalten
ist.

Wiéhle ein solches v,, € V,, und setze P, als die Menge aller Wege aus P,,_1, die vyvy...v,
als echten Teilweg enthalten.

Man sieht, dass P,, und vg, v1, ..., v, gerade wieder die Voraussetzungen fiir unsere Lauf-
vorschrift erfiillen.

Uber unseren Startpunkt und induktives Anwenden der Laufvorschrift erhalten wir vg, vy, va, ...
sodass vguvsy... ein Strahl in G ist mit v; € V; fur alle ¢ € Nj. O

Satz 3. Sei G ein abzdihlbar unendlicher Graph und k € N. Sind alle endlichen Teilgra-
phen von G k-firbbar, so ist G k-fdarbbar.

Beweis. Wahle v,, v1,... € V(G) mit V(G) = {vg,v1, ...} (G abzihlbar).

Setze G, := Glvg, vy, ..., v,] fur alle n € Ny,

Setze V,, als die Menge aller k-Farbungen von G, fiir alle n € Nj.

Definiere den Graphen H durch

V(H) := U V; und setze E(H) als die Menge aller Kanten ¢’ mit ¢ € V,,, ¢ € V,,_; fiir
i=0

ein n € N und ¢|qy,,...0,,3 = €.



Nach Voraussetzung sind Vj, Vi, ... nicht leer. Vg, Vi, ... sind paarweise disjunkt, da sich
der Definitionsbereich der Funktionen aus V' (H) sich von Menge zu Menge dndert. Fur
alle n € N ist V,, endlich denn V,, C {1, ..., k}{vo-v} yund damit

#Vn < #{17 }{vo ,,,,, vn} — kn

Sein e N und c € V,,. Dann ist ¢|qy,.. v, ,} offenbar eine k-Farbung von G,_; und somit
in V,,_1 enthalten und nach Definition von E(H) benachbart zu c.

Wir kénnen nun das Unendlichkeitslemma auf den Graphen H anwenden und erhalten
die Existenz eines Strahls cocics... mit ¢; € V; fur alle i € Nj.

Setze cg : V(G) — {1,...k}, v, — cu(vp) (n € Np).

Dann ist c¢g eine k-Farbung von G, denn:

Seien v;,v; € V(G) mit 4, j € Ny, 7 # j und v;, v; benachbart. (E i < j, dann gilt

ca(vi) = ¢i(v;) = ¢j(v;) # ¢j(vj) = cq(vj), da ¢; k-Farbung von G, ist, v;,v; € G; und
v;, v; benachbart. O

Proposition 4. Sei G ein unendlicher, zusammenhdngender Graph. Dann enthdlt G
einen Strahl oder eine Ecke mit unendlichem Grad.

Beweis. Wahle einen beliebigen Knoten vy € V(G) und setze Vy := {vp}. Definiere nun
induktiv V,, := {v € V(G)\ ( U V> | v hat einen Nachbarn in V,,_;} fur alle n € N.

Fall 1:di e N:Vj ist unendhch

(E V;_; endlich (ansonsten betrache V;_; usw.). Es gilt nun also, dass die endlich vielen
Knoten aus V;_; unendlich viele Nachbarn haben (nach Definition von V;). Daraus folgt,
dass ein Knoten in V,,_; existieren muss mit unendlichem Grad.

Fall 2 : Vi € N : V; ist endlich

Fall 2.1 :3keN:V, =10

Man sieht, dass nun fiir alle j € N, j > k gelten muss: V; = 0.

Da nun gilt U V; ist endlich und V(G) ist unendlich, existiert ein v € V(G)\ U Vi.

Da G zusammenhangend 1st existiert ein Weg zwischen vy und v in G. Man 81eht dass

alle Knoten des Weges in U V; enthalten sein miissen, da sie mit vy iiber einen Weg ver-
i=0
bunden sind. Also gilt insbesondere v € |J V;. Widerspruch! Dieser Fall kann also nie
=0

eintreten.
Fall 22 :Vk e N: V, £ ()
Man sieht, dass Vj, Vi, ... paarweise disjunkt sind. Man sieht auch, dass fiir alle n € N und

fir alle v € V,, ein Nachbar von v in V,,_; existiert. Fall 2.1 zeigt auch, dass V(G) = OLj %
i=0

gelten muss.
Somit sind alle Voraussetzungen erfiillt, um auf G das Unendlichkeitslemma anwenden zu
konnen und erhalten die Existenz eines Strahls in G.

In allen moglichen Fallen gilt also unsere Behauptung. O]
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