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Ubungsblatt 2 zur Zahlentheorie

Aufgabe 1. (6P) (Verhalten sich Moduln wie Vektorrdaume?) Welche der folgenden
Aussagen stimmen fiir einen beliebigen Ring R und beliebige R-Moduln M und N?
Finde jeweils einen Beweis oder ein Gegenbeispiel. Bearbeite 6 von 8 Teilaufgaben.
Wenn du mehr bearbeitest, werden die besten 6 gewertet.

(a) Sei A ein Erzeugendensystem von M und f: A — N eine Abbildung. Dann gibt
es hochstens einen Homomorphismus g: M — N, der f fortsetzt.

(b) M istin N einbettbar oder N ist in M einbettbar.

(c) Sei A C M linear unabhédngig und f: A — N eine Abbildung. Dann gibt es einen
Homomorphismus g: M — N, der f fortsetzt.

(d) (MxN)/(Mx{0})=N

(e) Sei N ein Untermodul von M. Dann gibt es einen Endomorphismus f von M mit
ker f = N.

(f) Ist f: M — M ein Endomorphismus, so M = ker f x im f.
(g) Ist M endlich erzeugt und N ein Untermodul von M, so ist auch N endlich erzeugt.
(h) Ist sowohl M in N als auch N in M einbettbar, so sind M = N.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass im Vektorraumfall (d.h. falls R Korper) alle obi-
gen Aussagen richtig sind. Fiir endlichdimensionale Vektorraume wurde das in der
Linearen Algebra I zumindest implizit bewiesen.

Aufgabe 2. (5P) (Untermoduln, Basen - ein praktisches Beispiel)

(a) Zeige, dass die abelsche Gruppe R" (mit der komponentenweisen Addition) zu
einem R"-Modul wird vermdge der durch

M X1 A1x
= E (Al,...,/\n,al,...,aneﬂ—{)
An Xn AnXp

gegebenen Skalarmultiplikation. Zur Unterscheidung vom R-Vektorraum R" nen-
nen wir diesen IR"-Modul M.



(b) Bestimme alle Untermoduln von M und {iberpriife jeweils, ob sie frei sind. Welche
sind isomorph zueinander?

(c) Fiir welche Matrizen A € R"*" ist die Abbildung M — M, x — Ax ein Modulen-
domorphismus?

Definition: Sei R ein Integrititsring und M ein R-Modul. Es heifst M
(a) divisibel, wenn es fiir alle x € Mund a € R\ {0} ein y € M gibt mit x = ay,
(b) torsionsfrei, wenn fiir alle x € M und a € R\ {0} aus ax = 0 schon x = 0 folgt.

Da abelsche Gruppen nichts anderes als Z-Moduln sind, sind die beiden Begriffe da-
mit auch fiir abelsche Gruppen definiert.

Aufgabe 3. (5P)
(a) Sei R ein Integrititsring, S := R\ {0} und K := SR = gf(R) der Quotientenkor-
per von R. Sei M ein torsionsfreier R-Modul. Zeige:
e Auf M x S wird durch

(x,a) ~ (by) <= bx =ay (x,ye M, a,beS)

eine Aquivalenzrelation ~ definiert.

e Zeige, dass (M x S)/ ~ mittels der folgenden Addition und Skalarmultipli-
kation zu einem K-Vektorraum wird:

e~ e~

(x,a) + (y,b) := (bx + ay,ab) furx,ye M, a,beSs
g-(/y:/c)::(%) firxeM,acR,bceS$

—_~—

e M— (MxS)/ ~, x+— (x,1) ist eine Moduleinbettung.

(b) Zeige: Jede torsionsfreie abelsche Gruppe ist Untergruppe einer divisiblen torsi-
onsfreien abelschen Gruppe.

Abgabe bis Dienstag, den 28. April, um 12:00 Uhr in die Zettelkédsten neben F411 (Fach
2a).



