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Ubungsblatt 5 zur Zahlentheorie

Aufgabe 1. (8P) (Smithsche Normalform)

Sei R ein kommutativer Ring.

(a)

(b)

()

(d)

(e)

(f)

Zeige, dass durch
A~ B:<= 3P € GL,(R):3Q € GL,(R) : B= PAQ (A,B € R™")
eine Aquivalenzrelation auf R™*" definiert wird.

Betrachte die {iiblichen Zeilenoperationen auf Matrizen, die man zum Beispiel
vom Gaufi-Algorithmus aus der linearen Algebra kennt, und die dazu analo-
gen Spaltenoperationen. Zeige: Ist A € R™*" und erhdlt man aus dem Schema

Al I : : Al ln :
. durch Zeilenoperationen angewandt auf und Spaltenoperatio-
n
Al . B | P .
nen angewandt auf ; ein neues Schema 0 , s0 ist P € GL;,(R) und
n

Q € GL,(R) mit B = PAQ.

Zeige: Geht B € R™*" aus A € R™*" durch Zeilen- und Spaltenoperationen hervor,
so gilt A ~ B.

Sei R ein Hauptidealring und Pr sowie Nr wie in der Vorlesung. Eine Ma-

re{0,1,.. .,mi_nim,r_z}_} gibt mit s11,...,8, € Nr \ {0}, s11]s22| ... [s; und s;; = 0
fur alle (i,j) € ({1,...,m} x{1,...,n})\{(1,1),...,(r,7)}. Zeige, dass es zu je-
dem A € R™*" genau ein S € R"™*" in Smithscher Normalform mit A ~ S gibt.

Seien A,B € R™*", P € GL,(R) und Q € GL,(R) mit B = PAQ. Zeige, dass die
Abbildung o
R"/im A — R™/imB, ¥ — Px (x € R™)

wohldefiniert und ein Modulisomorphismus ist.

Jede Matrix A € R™*" definiert einen Modulhomomorphismus fs: R" —
R™, x — Ax. Man nennt im A := im f4 das Bild von A. Sei R ein Hauptideal-
ring. Zeige, dass dann fiir alle A, B € R"™*" gilt

A~B <= R"/im A= R"/imB.



(g) Sei R ein Hauptidealring und seien A € R"™*", P = b}l """" bl:m € GLx(R),

S € R™*" in Smithscher Normalform und Q € GL,(R) mit S = PAQ. Dabei seien
k,1 € Nomit!+k=m,] <min(m,n)unds;; =1furi € {1,..,1}. Zeige, dass

min(m,n) m
R’”/imA—) H R/Sill'RX H R/OR
i=l+1 i=min(m,n)+1
X—= (bnxi+- 4+ biwXm, ... Sbaxi+ -+ bimxm) (x € R™)

ein wohldefinierter R-Modulisomorphismus ist.

Aufgabe 2. (4P) (Berechnung der Smithschen Normalform)
Berechne die Smithsche Normalform der Matrizen

2 1 -3 -1 3 3 7
A=|[1 -1 =3 1 |ez®¥* B:=-25 2 |ez>>3und
0

4 —4 0 16 2 -2

1-X? 1+ X
C=(1-X 1+X+X2+X%| e RIX]*2
1-X 1+ X

Aufgabe 3. (4P) (Anwendung der Smithschen Normalform)

413 140
(a) Betrachte die Matrix A := (385 126) € 7Z3*2. Berechne die Smithsche
427 147

Normalform S € IN3*? von A.
(b) Gebe explizit einen Isomorphismus abelscher Gruppen

413 140 .
M::z3/ z|-3%5|+z|-126| | = (2/72) x (2/133Z) x Z
127 147

an.
(c) Zeige, dass M isomorph ist zu einem direkten Produkt zyklischer Gruppen von

Primzahlordnung oder Ordnung 0 und gebe explizit einen Isomorphismus an.

Abgabe bis Dienstag, den 19. Mai um 12:00 Uhr in die Zettelkédsten neben F411.



