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§ 13 Direkte Summen

Lemma Sei V ein K-Vektorraum, W1, . . . ,Wk Unterräume. Folgende Aussagen sind
äquivalent:

(i) W1, . . . ,Wk sind unabhängig, das heißt
k

∑
i=1
αi = 0 (mit αi ∈Wi für 1 ≤ i ≤ k)

⇒ αi = 0 für alle i.

(ii) Wj ∩ (W1 +⋯ +Wj−1) = {0} für 2 ≤ j ≤ k

(iii) Ist Bi eine Basis für Wi, so ist B =
k

⋃
i=1
Bi eine Basis für V .

(Übungsaufgabe, Übungsblatt)

Notation Wir schreiben V =W1 +⋯ +Wk, wenn V nur die Summe der Wi’s ist und wir
schreiben V =W1 ⊕⋯⊕Wk, falls V =W1 +⋯ +Wk und eine der äquivalenten
Bedingungen (i), (ii) und (iii) gilt. In dem Fall heißt V die direkte Summe der
Wi’s.

Satz (Primzerlegung von V bzgl. T )
Sei V ein K-Vektorraum, dimV <∞, T ∈ L(V,V ) Min. Pol. (T ) = p = pr11 . . . p

rk
k

die Primfaktorisierung in K[x] von p (wobei pi verschiedene normierte irredu-
zible Polynome in K[x] und ri ∈ N sind). Setze Wi ∶= kerpi(T )ri für 1 ≤ i ≤ k.
Es gilt: Wi ist T -invariant für alle i (siehe 15. Vorlesung) und

(i) V =W1 ⊕⋯⊕Wk

(ii) Min. Pol. (T ↾Wi
) = prii für 1 ≤ i ≤ k.

Wir beweisen den Fall k = 2
(Der allgemeinere Fall folgt per Induktion nach k.)

Proposition Sei dimV <∞, T ∈ L(V,V ), Min. Pol. (T ) = m = m1m2 mit ggT (m1,m2) = 1.
Setze Vi ∶= kermi(T ) für i = 1,2. Es gilt V = V1⊕V2 und Min. Pol. (T ↾Vi

) =mi

für i = 1,2.

Beweis Da m1,m2 relativprim sind, existiert q1, q2 ∈ K[x] mit 1 = m1q1 +m2q2. Also
I =m1(T )q1(T ) +m2(T )q2(T ) (∗)
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Behauptung V1 = Im m2(T ) und V2 = Im m1(T )

Beweis 0 = m(T ) = m1(T )m2(T ), wobei m = Min. Pol. (T ). Also Im m2(T ) ⊆
kerm1(T ).

Umgekehrt sei v ∈ kerm1(T ). Mit (∗) gilt

v = q1(T )m1(T )(v)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

+m2(T )q2(T )(v)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈Im m2(T )

◻

Wir zeigen: V = V1 ⊕ V2

1. Summe: v ∈ V . Mit (∗) gilt:
v =m1(T )q1(T )v

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈Im m1(T )

+m2(T )q2(T )v
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈Im m2(T )

2. Direkt: Sei v ∈ V1 ∩ V2. Mit (∗) gilt:

v = q1(T )m1(T )(v)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0 weil v∈V1

+ q2(T )m2(T )(v)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0 weil v∈V2

Sei nun m̃i = Min. Pol. (T ↾Vi
) für i = 1,2. Da Vi = kermi(T ), ist es klar, dass

mi(T ↾Vi
) = 0 für i = 1,2.

Also m̃1 ∣ m1 (∗∗)
und m̃2 ∣ m2.

Behauptung m̃1m̃2 annihiliert T .

Beweis Berechne für v2 ∈ V2 und v1 ∈ V1
m̃1(T )m̃2(T )(v2 + v1) = m̃1(T )[m̃2(T )(v2) + m̃2(T )(v1)]
= m̃1(T )(0 + m̃2(T )(v1)) = 0 mit m̃2(T )(v1) ∈ V1, weil V1 m̃2(T )-invariant ist
(siehe 15. Vorlesung).

Da m̃2m̃1 annihiliert T folgt
m1m2 =m ∣ m̃1m̃2 (∗ ∗ ∗)

Da m1,m2 relativprim sind, folgt nun aus (∗∗) und (∗ ∗ ∗), dass m̃i = mi für
i = 1,2. ◻

Sonderfall pi ist linear und p = (x − c1)⋯(x − ck) mit ci /= cj für 1 ≤ i /= j ≤ k.

Hier ist Wi = ker(T − ciI) = Eigenraum zum Eigenwert ci.

Der Primzerlegungssatz besagt: V = W1 ⊕ ⋯ ⊕ Wk. Also hat V eine Basis
aus Eigenvektoren und damit ist T diagonalisierbar. Wir haben damit die
Umkehrung (von Proposition 1 aus der 13. Vorlesung) gezeigt.

Wir haben also bewiesen:
Satz (Diag. Kriterium für Min. Pol.)

T ist diagonalisierbar ⇔ Min. Pol. (T ) erfällt in verschiedene lineare Faktoren
über K[x].
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§ 14 Jordanketten

Definition Sei T ∶ V → V linear, c Eigenwert, v1 /= 0, v2, . . . , vr ∈ V .
(v1, . . . , vr) heißt Jordankette, wenn (T − cI)(v1) = 0 (v1 Eigenvektor zum c)
und (T − cI)(vi) = vi−1 für i = 2, . . . r.

Lemma Sei (v1, . . . , vr) eine Jordankette. Es gelten für W = span{v1, . . . , vr}:

(i) B′ = {v1, . . . , vr} ist eine Basis für W

(ii) W ist T -invariant und

(iii) [TW ]B′ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

c 1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ 1
0 ⋯ ⋯ c

⎞
⎟⎟⎟
⎠
← Jordanzelle

(Übungsaufgabe, Übungsblatt)


