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§ 16 Beziehung zum Bidual

Proposition 1: 24. Vorlesung am 27. Januar 2012
yo €V — Ly e V**; L, (f) = f(yo) fiir alle f eV~

und

Satz 1: 24. Vorlesung am 27. Januar 2012
Ar Voo— U

Yo +—— Lyo
ist ein (kanonischer) Isomorphismus.

Vergleiche mit
0: V. — V* und ~: V* — V**
Yo —> Y Yo
yi(z) = (x| yo) fiir alle z € V und y3*(v*) = (y* | yg) fiir alle y* e V>
Also
A Vo o— U
Yo +—— Lyo
mit Ly, (y*) = y*(yo) fiir y* e V*
einerseits und

* %
> Yo

V—5>V*l>‘/**, Yol iy "
anderserseits.
Lyo = yS*-

Es geniigt, zu zeigen, dass y3*(*) erfiillt.
Wir berechnen y5*(y*) = (* [ ¥5) = (o | ¥) = 4" (%0)
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§ 17 Hermite’sche Operatoren

Definition (i) T e L(V,V) ist Hermite’sch (oder selbstadjungiert), falls 7' = T, i.e.
(Tx | y) = (x| Ty) fur alle x,y e V.

(it) K =R; T =T*; T heifit auch reell symmetrisch.
(i1i) K =C;T =T~ heiit auch komplex Hermite’sch.

Matrizendarstellungen von Hermite’schen Operatoren

Sei X eine orthonormale Basis. Also ist J = X' (X ist Selbstdual, siche Ubungs-
blatt Nr. 11). Also impliziert T =T, dass A Hermite’sch ist, wobei

A= [T]x = [T"]y = [T"]x = A®:= A",
Das heifit a;; = aj; (A ist komplex Hermite’sch), und im reellen Fall a;; = aj;,
i.e. A=At (A ist symmetrisch).

Bemerkungen Ubungsaufgabe: Weitere Eigenschaften von Hermite’schen Opteratoren.

(i) Umgekehrt sei A Hermite’sch und X" eine orthonormale Basis fiir
V mit X ={zy,...,2,}.
n €1
Definiere T'(> e;z;) := A| ¢ | Dann ist 7 Hermite’sch.

i1 ‘e
(it) Ty, T, sind Hermite’sch = T3 + Ty ist Hermite’sch.

(iti) T 40 ist Hermite’sch, a € K, # 0, dann ist 7" Hermite’sch genau dann,
wenn « € R.

(iv) T ist invertierbar und Hermite’sch genau dann, wenn 7-! Hermite’sch

1st.
Satz 1 Seien T, Ty Hermite’sch. Es gilt: 7175 ist Hermite’sch genau dann, wenn 7175 =
T5T7.
Beweis (Tng)* = T1T2 = T;Tl* = T1T2 = T2T1 = T1T2 O
Satz 2 (i) Sei Ty Hermite’sch, dann ist 7,7, T> Hermite’sch.

(ii) Umgekehrt ist 75775 Hermite’sch und T3 invertierbar, dann ist 77 Her-
mite’sch.
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Beweis (i) (TyTT)* =Ty T Ty = Ty Th Ty
(it) Ty Ty = (1510 To)* = Ty Ty T, multipliziert links mit (75)~! und rechts
mit 75! ergibt Ty = T7. |

Definition T e L(V,V) ist schief Hermite’sch, falls T* = -T. (Wenn K = C, heifit es
“komplex schief Hermite’sch” und wenn K = R, heifit es “schief symmetrisch”.)

§ 18 Cartesische Zerlegung eines Operators

Sei T e L(V, V), schreibe T' = Ty + T3, wobei

T+T* -T*
ot und 75 := r-r
2 2

T1:

Berechne:
Ty =T, und Ty =-Ts.
Also ist 77 Hermite’sch und T ist schief Hermite’sch.

Ferner T, ist schief Hermite’'sch und K = C < 15 = I3 mit T3 komplex
Hermite’sch. Also T' =T + ¢T5.



