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§ 1 Algebren

Erinnerung Sei K ein Körper. Eine K-Algebra A ist ein K-Vektorraum mit einer Multipli-
kation von Vektoren:

A×A −→ A

(α, β) 7−→ αβ,

so dass für alle α, β, γ ∈ A und c ∈ K gilt:

(a) α(βγ) = (αβ)γ

(b) α(β + γ) = αβ + αγ und (α + β)γ = αγ + βγ

(c) c(αβ) = (cα)β = α(cβ)

Falls es 1 ∈ A gibt, so dass 1α = α1 = α für alle α ∈ A gilt, dann heißt die
Algebra eine Algebra mit Einheit.
Falls gilt αβ = βα für alle α, β ∈ A heißt A eine kommutative Algebra.

Beispiel 1 A := Mn×n(K) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit

Beispiel 2 A := L(V, V ) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit

Beispiel 3 Potenzreihen Algebra
Betrachte KN0 := {f ; f : N0 → K, f Abbildung }
Schreibe f = (fn)n∈N0 = (f0, f1, . . .)
Addition punktweise, i.e. (f + g)n := fn + gn (∗)
Skalarmultiplikation, auch punktweise : (cf)n := cfn

Produkt: (fg)n :=
n∑

i=0

fign−i für alle n ∈ N0 (∗∗)

Proposition 1 A := KN0 mit den Verknüpfungen (wie in (∗) und (∗∗) erklärt) ist eine kom-
mutative Algebra mit Einheit.

Erinnerung In Lineare Algebra I hatten wir die Axiome der K-Vektorräume für KN0 be-
wiesen.

Beweis (gf)n =
n∑

i=0

gifn−i =
n∑

i=0

gn−ifi =
n∑

i=0

fign−i = (fg)n: kommutatives Produkt.
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Beweis, Forts.

[
(fg)h

]
n

=
n∑

i=0

(fg)ihn−i =
n∑

i=0

( i∑
j=0

fjgi−j
)
hn−i =

n∑
i=0

i∑
j=0

fjgi−jhn−i

=
n∑

j=0

fj

n−j∑
i=0

gihn−i−j =
n∑

j=0

fj

n−j∑
i=0

gih(n−j)−i =
n∑

j=0

fj(gh)n−j

=
[
f(gh)

]
n
: assoziatives Produkt.

ÜA, ÜB: Die übrigen Axiome (b) und (c).
Zeigen Sie auch, dass 1 := (1, 0, . . . , 0, . . .) eine Einheit ist.

Notation x := (0, 1, 0, . . .) x0 := 1 xn := x · · · x (n-mal)

Proposition 2 (1) xk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) (1 ist die k-te Stelle) für alle k ∈ N0.

(2) {xk | k ∈ N0} sind linear unabhängig. Also ist KN0 unendlich dim.

Beweis Bereits in Linear Algebra I geführt.

Definition und A = KN0 heißt die Algebra der Potenzreihen über K.
Notation Sie wird bezeichnet als A := KJxK.

Warum Potenzreihen? Formale Schreibweise: f =
∞∑
n=0

fnx
n.
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§ 2 Die Polynom-Algebra

Notation K[x] := span{xk | k ∈ N0}

Definition f ∈ K[x] heißt Polynom über K.

Degree, Grad
Sei nun f 6= 0, f ∈ KJxK. Es gilt: f ∈ K[x] genau dann, wenn es genau ein
n ∈ N0 exisitert mit fn 6= 0 und fk = 0 für alle k > n.

Notation, Definition
deg f := n (Grad von f ist n).

NB deg f = n⇔ f = f0x
0 + f1x

1 + · · ·+ fnx
n; fn 6= 0.

fi heißen Koeffizienten von f.

Definition Ein Polynom dergestalt f = f0x
0 ist ein Skalarpolynom (deg f = 0 oder f = 0).

Ein Polynom f 6= 0 ist normiert, falls deg f = n und fn = 1.


