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§ 1 Algebren

Sei K ein Korper. Eine K-Algebra A ist ein K-Vektorraum mit einer Multipli-
kation von Vektoren:

AxA— A
(a, B) — B,
so dass fiir alle o, 8,7 € Aund ¢ € K gilt:
(a) a(B7) = (af)y
) a(B+7v)=aB+ay und (a+B)y=ay+ By
(c) c(apf) = (ca)f = a(ch)

Falls es 1 € A gibt, so dass laa = al = « fiir alle « € A gilt, dann heif3it die
Algebra eine Algebra mit Finheit.
Falls gilt aff = Pa fiir alle «, § € A heifit A eine kommutative Algebra.

o

A = M, «,(K) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit
A = L(V,V) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit

Potenzreihen Algebra
Betrachte KMo := {f; f : Ny — K, f Abbildung }

Schreibe f = (fn)nen, = (fo, f1,---)

Addition punktweise, i.e. (f + ¢)n := fu + gn (%)

Skalarmultiplikation, auch punktweise : (cf), := cf,

Produkt: (fg)n := Y figni fiir alle n € Ny (s5)
i=0

A := K™ mit den Verkniipfungen (wie in (x) und (xx) erklért) ist eine kom-
mutative Algebra mit Einheit.

In Lineare Algebra I hatten wir die Axiome der K-Vektorrdume fiir KMo be-
wiesen.

(9f)n = Zgifn—i = Zgn_ifi = Z fign—i = (fg)n: kommutatives Produkt.
=0 =0 =0
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Beweis, Forts. noonoj noonoj n
, = Z i) Gihn—i—j = Z g Z Gihtm—jy—i = Y [i(gh)n—;
/ i=0 j=0  i=0 §=0

7=0
= [f(gh)] : assoziatives Produkt.

UA, UB: Die iibrigen Axiome (b) und (c).
Zeigen Sie auch, dass 1:= (1,0,...,0,...) eine Einheit ist.

Notation x:=(0,1,0,...) =1 2" :=x---x (n-mal)

Proposition 2 (1) 28 =(0,...,0,1,0,...) (1 ist die k-te Stelle) fiir alle k € Nj.

(2) {2* | k € Ng} sind linear unabhiingig. Also ist K™ unendlich dim.

Beweis Bereits in Linear Algebra I gefiihrt.

Definition und A = K™ heifit die Algebra der Potenzreihen iiber K.
Notation Sie wird bezeichnet als A := K[x].

Warum Potenzreihen? Formale Schreibweise: f = Z fnx™.

n=0
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Notation

Definition

NB

Definition

§ 2 Die Polynom-Algebra

K[z] := span{z* | k € Ny}

f € Klz| heiit Polynom iber K.

Degree, Grad
Sei nun f # 0, f € K[z]. Es gilt: f € K[z] genau dann, wenn es genau ein
n € Ny exisitert mit f, # 0 und f; = 0 fiir alle & > n.

Notation, Definition
deg f :=n (Grad von f ist n).

degf=ns&f=for'+ fixt + -+ fra"; fn #0.
fi heiflen Koeffizienten von f.

Ein Polynom dergestalt f = foz ist ein Skalarpolynom (deg f = 0 oder f = 0).
Ein Polynom f # 0 ist normiert, falls deg f = n und f,, = 1.



