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§ 6 Die symmetrischen Gruppen Sn (Fortsetzung)

Definition und Betrachte die folgende Untermenge von Sn:
Notation An ∶= {σ ∣ σ ist gerade }.

Es gilt: An ist eine Untergruppe von Sn.

[ Die Einheit (1) ist gerade, also (1) ∈ An. Wenn σ = τ1⋯τm und γ = γ1⋯γk,
wobei τi, γj Transpositionen und k,n gerade sind, dann gilt

σγ = τ1⋯τmγ1⋯γk.

Also ist An abgeschlossen unter Produkt, auch σ−1 = τ−1m ⋯τ−11 . Also ist An
abgeschlossen unter Inversen. ]
An ist die alternierende Gruppe.

Bemerkung Sn = An⊍ Ungerade = An ⊍U , wobei U ∶= Ungerade ∶= {δ ∣ δ ist ungerade } ist
die Untermenge der ungeraden Permutationen.

Die Abbildung
An Ð→ U
σ z→ (12)σ
ist bijektiv. Wir folgern: ∣An∣ =

n!

2
.
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§ 7 Multilineare Formen

Definition Sei K ein Körper und seien U,V K-Vektorräume.

β ∶ U × V Ð→K

(x, y) z→ β(x, y)
ist eine bilineare Funktionale (oder bilineare Form), falls gelten:

(1) β(c1x1 + c2x2, y) = c1β(x1, y) + c2β(x2, y) und

(2) β(x, d1y1 + d2y2) = d1β(x, y1) + d2β(x1, y2)

für alle x,x1, x2 ∈ U und y, y1, y2 ∈ V und c1, c2, d1, d2 ∈K.

Beispiel V × V ∗ Ð→K
(x, f) z→ [x, f], wobei [x, f] ∶= f(x).
Die definierenden Eigenschaften und Verknüpfungen in V ∗ liefern

(1) [c1x1 + c2x2, f] = c1[x1, f] + c2[x2, f] und

(2) [x, d1f1 + d2f2] = d1[x, f1] + d2[x, f2].

Notation L(2)(U ×V ;K) ∶= die Menge der bilinearen Formen auf U ×V . Sie ist ein Vek-
torraum (mit den Verknüpfungen (c1β1 + c2β2)(x, y) ∶= c1β1(x, y) + c2β2(x, y)
wie üblich).

Definition Seien m ∈ N und V1, . . . , Vm K-Vektorräume. Eine m-lineare Funktionale
(Form) (oder multilineare Funktionale vom Grad m) auf V1 × ⋯ × Vm ist eine
Abbildung µ ∶ V1 ×⋯ × Vm Ð→K, so dass für alle i ∈ {1, . . . ,m} gilt:
µ(α1, . . . , cαi + γi , . . . , αm) =
cµ(α1, . . . , αi , . . . , αm) +
µ(α1, . . . , γi , . . . , αm)

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
für αi, γi ∈ Vi; c ∈K.

Notation L(m)(V1 ×⋯ × Vm;K) ∶=K-Vektorraum der m-linearen Formen.

Bemerkung µ ist multilinear und falls ein i mit αi = 0 existiert, dann gilt
µ(α1, . . . , αi, . . . , αm) = 0.
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§ 8 Alternierende multilineare Formen auf Kn

Definition Sei n ∈ N und V =Kn. Eine n-lineare Form

δ ∶Kn ×⋯ ×Kn

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n-mal

Ð→K

ist alternierend, falls i, j ∈ {1, . . . , n} mit zi = zj und i /= j existieren, dann gilt
δ(z1, . . . , zn) = 0 (für z1, . . . , zn ∈Kn).

Konvention δ wird auch als Abbildung auf Kn×n =Matn×n(K) aufgefasst, nämlich

δ(A) = δ(z1, . . . , zn), wobei A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

z1
− − −
....
− − −
zn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

;

i.e. zi ist die ite-Zeile der n × n-Matrix A.

Lemma 1 Sei δ alternierend. Es gilt:

(i) z1, . . . , zn sind linear abhängig ⇒ δ(z1, . . . , zn) = 0

(ii) δ(z1, . . . , zi, . . . , zj, . . . , zn) = −δ(z1, . . . , zj, . . . , zi, . . . , zn) (für i /= j).

Allgemeiner δ(zπ(1), . . . , zπ(n)) = Sign(π)δ(z1, . . . , zn) für π ∈ Sn
Beweis

(i) Ohne Einschränkung nehmen wir an zn =
n−1

∑
i=1

cizi für geeignete

c1, . . . , cn−1 ∈K.
Wir berechnen:

δ(z1, . . . , zn−1,
n−1

∑
i=1

cizi) =
n−1

∑
i=1

ciδ(z1, . . . , zn−1, zi) = 0.

(ii) Wir berechnen:
0 = δ(z1, . . . , zi + zj, . . . , zj + zi, . . . , zn) =

δ(z1, . . . , zi, . . . , zj + zi, . . . , zn) +
δ(z1, . . . , zj, . . . , zj + zi, . . . , zn) =
δ(z1, . . . , zi, . . . , zj, . . . , zn) +
δ(z1, . . . , zi, . . . , zi, . . . , zn) +
δ(z1, . . . , zj, . . . , zj, . . . , zn) +
δ(z1, . . . , zj, . . . , zi, . . . , zn).

Also:
0 = δ(z1, . . . , zi, . . . , zj, . . . , zn) + δ(z1, . . . , zj, . . . , zi, . . . , zn)
wie behauptet. ◻
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Bemerkung (1) Falls Char (K) /= 2 gilt auch die Umkehrung: δ erfüllt (ii) impliziert δ
alternierend ist: Man nehme zi = zj für i /= j.
Also δ(z1, . . . zi, . . . , zi, . . . , zn) = −δ(z1, . . . , zi, . . . , zi, . . . , zn). Als
Char (K) /= 2 gilt für alle a ∈K: a = −a⇒ a = 0.

(2) δ((a, b), (c, d)) ∶= ac + bd auf F2 × F2 ist ein Gegenbeispiel.


