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§ 6 Die symmetrischen Gruppen S, (Fortsetzung)

Definition und Betrachte die folgende Untermenge von S,,:

Notation

Bemerkung

A, :={o | o ist gerade }.
Es gilt: A, ist eine Untergruppe von S,,.
[ Die Einheit (1) ist gerade, also (1) € A,. Wenn o = 79---7,, und v = y1--Y,

wobei 7;,7; Transpositionen und k,n gerade sind, dann gilt

O =T Tm Y1 Vk-

Also ist A,, abgeschlossen unter Produkt, auch o=! = 7771, Also ist 4,

abgeschlossen unter Inversen. |
A, ist die alternierende Gruppe.

Sp = A Ungerade = A,, wU, wobei U := Ungerade := {4 | § ist ungerade } ist
die Untermenge der ungeraden Permutationen.

Die Abbildung
A, —U
o— (12)0

|
ist bijektiv. Wir folgern: |A,| = %
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Definition

Beispiel

Notation

Definition

Notation

Bemerkung

§ 7 Multilineare Formen

Sei K ein Korper und seien U,V K-Vektorrdume.

B:UxV —K
(z,y) — B(z,y)
ist eine bilineare Funktionale (oder bilineare Form), falls gelten:
(1) B(erx1 + oo, y) = c18(x1,y) + co8(x2,y) und
(2) Bz, diyr + dayz) = diB(,y1) + daB(21, y2)

fiir alle x,x1, 20 € U und y,y1,y2 € V und ¢, c9,d;,ds € K.

VxV*— K
(z, f) — [, [], wobei [z, f]:= f(x).

Die definierenden Eigenschaften und Verkniipfungen in V* liefern
(1) [erxr + coma, f1 = er[w, f]+ ol g, f] und

(2) [w,dif1+dafo] = difz, fr] + do[z, fo].

L®(U xV; K) := die Menge der bilinearen Formen auf U x V. Sie ist ein Vek-
torraum (mit den Verkniipfungen (151 + c282)(x,y) := c181(x,y) + c2B2(x, y)
wie tiblich).

Seien m € N und Vi,...,V,, K-Vektorrdume. Eine m-lineare Funktionale
(Form) (oder multilineare Funktionale vom Grad m) auf V; x --- x V,, ist eine
Abbildung g : V) x -+ x V,, — K, so dass fur alle i € {1,...,m} gilt:

plag, ..., cap+y .., Qy) =
cu(on, ..., o ey Q)+ ¢ fir g,y € Visece K.
wlag, ..., v sy ()

L) (V) x -+ x Vi3 K) := K-Vektorraum der m-linearen Formen.

o ist multilinear und falls ein ¢ mit «; = 0 existiert, dann gilt
wlag, ..o, ag) = 0.
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Definition

Konvention

Lemma 1

Allgemeiner
Beweis

§ 8 Alternierende multilineare Formen auf K"

Sei n e N und V = K™. Eine n-lineare Form

0:K"x-x K" — K
—_————
n-mal

ist alternierend, falls 4,7 € {1,...,n} mit z; = z; und 7 # j existieren, dann gilt
(21, 0y 2n) =0 (fiir zq,..., 2, € KM).

d wird auch als Abbildung auf K™ = Mat,.,(K) aufgefasst, ndmlich
21

0(A)=06(z1,...,2n), wobei A= ... |

Zn

i.e. z; ist die ite-Zeile der n x n-Matrix A.

Sei ¢ alternierend. Es gilt:

(i) z1,...,2, sind linear abhéngig = §(21,...,2,) =0

(1) 0(21,- s Ziyee s Zjy ey Zn) = =0(21, . 2y ooy 2y ey 2y) (flT 4 # 7).

3(Zr(1ys -+ Zr(ny) = Sign(m)o(21,. .., 2,) fiir me S,

n-1
(i) Ohne Einschrinkung nehmen wir an z, = ) ¢z fiir geeignete
i=1
Cl,...,Cn_leK.
Wir berechnen:
n—1 n-1
0215y Znet, Z Cizi) = Zcié(zl,...,zn_l,zi) =0.
i=1 i1
(ii) Wir berechnen:
0= 6(21,. -, 2+ Zjy ooy 2+ Ziy ooy 2) =
(215 s Zige oy Zj+ Ziy ooy 2n) +
O(21, s Zjye ey 25+ Ziy oo ey 2n) =
(215w Zige ey Zjyeny 2n) +
(21, oy Ziy ooy Zig e ey Zn) +
(215 ey Zjy ey 2oy Zn) +
(215 ey Zjyees Zin oo vy Zn)-
Also:
0=0(215-- s Ziseees Zjyeey 2n) ¥ 0(21, 0 2o 2y oo 2n)

wie behauptet. O
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Bemerkung

(1) Falls Char (K) # 2 gilt auch die Umkehrung: ¢ erfiillt (ii) impliziert §

alternierend ist: Man nehme z; = z; fiir 7 # j.
Also 0(z1,--- 2y y Ziseevzn) = =0(21,- oy Ziy ey Ziy ey Zn). Als
Char (K) #2 gilt fir alleae K: a=-a=a=0.

(2) §((a,b),(c,d)) = ac+bd auf Fy x Fy ist ein Gegenbeispiel.



