Inhaltsverzeichnis zur Vorlesung: Lineare Algebra II
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Lothar Sebastian Krapp, Gabriel Lehéricy
Sommersemester 2016

§ 1 Algebren
1. Vorlesung 12. April 2016 Seite 1 (3)

§ 2 Die Polynom-Algebra

1. Vorlesung 12. April 2016 Seite 3 (5)
2. Vorlesung 12. April 2016 Seite 4 (6)
3. Vorlesung 12. April 2016 Seite 7 (9)

§ 3 Ideale
3. Vorlesung 12. April 2016 Seite 8 (10)
4. Vorlesung 14. April 2016 Seite 10 (12)

§ 4 Formale Abteilungen

4. Vorlesung 14. April 2016 Seite 11 (13)
5. Vorlesung 19. April 2016 Seite 13 (15)

§ 5 Primzerlegung (Primfaktorisierung)

5. Vorlesung 19. April 2016 Seite 15 ()
6. Vorlesung 21. April 2016 Seite 18 ()

§ 6 Die symmetrischen Gruppen S,, (Fortsetzung)
7. Vorlesung 26. April 2016 Seite 21 (23)

§ 7  Multilineare Formen
7. Vorlesung 26. April 2016 Seite 22 (24)

§ 8 Alternierende multilineare Formen auf K"

7. Vorlesung 26. April 2016 Seite 23 (25)

8. Vorlesung 28. April 2016 Seite 25 (27)

9. Vorlesung 10. Mai 2016 Seite 29 (31)

10. Vorlesung 17. Mai 2016 Seite 32 (33)
8§ 9 Eigenwerte und Eigenvektoren

11. Vorlesung 19. Mai 2016 Seite 35 (37)

12. Vorlesung 24. Mai 2016 Seite 38 (40)
§ 10 Annihilator Ideal

13. Vorlesung 31. Mai 2016 Seite 41 (43)

14. Vorlesung 2. Juni 2016 Seite 43 (45)

!Die Seitenzahlen in Klammern geben die Seitenzahl fiir die Suche mit Adobe Acrobat Reader an
(unter dem Menii ANZEIGE — GEHE ZU - SEITE).



§ 11

§ 12

§ 13

§ 14

§ 15

§ 16

§ 17

§ 18

§ 19

§ 20

§ 21

§ 22

§ 23

Trigonalisierbarkeit, invariante Unterrdume

14. Vorlesung 2. Juni 2016

Invariante Unterrdume

15. Vorlesung 7. Juni 2016
16. Vorlesung 9. Juni 2016

Direkte Summen

17. Vorlesung 14. Juni 2016
Jordanketten

17. Vorlesung 14. Juni 2016

18. Vorlesung 16. Juni 2016

19. Vorlesung 21. Juni 2016

20. Vorlesung 23. Juni 2016

Lineare Funktionale
20. Vorlesung 23. Juni 2016

Beziehung zum Bidual
21. Vorlesung 28. Juni 2016

Hermite’sche Operatoren

21. Vorlesung 28. Juni 2016

Cartesische Zerlegung eines Operators

28. Juni 2016
30. Juni 2016

21. Vorlesung
22. Vorlesung

Alternierende multilineare Formen auf K"

22. Vorlesung 30. Juni 2016

Orthonormal-Basis wechseln

22. Vorlesung 30. Juni 2016

Spektral-Theorie

22. Vorlesung 30. Juni 2016
23. Vorlesung 5. Juli 2016

Orthonormale Diagonalisierung
23. Vorlesung 5. Juli 2016

Anwendungen vom Spektralsatz

23. Vorlesung 5. Juli 2016
24. Vorlesung 7. Juli 2016

Seite

Seite
Seite

Seite

Seite
Seite
Seite
Seite

Seite

Seite

Seite

Seite
Seite

Seite

Seite

Seite
Seite

Seite

Seite
Seite

45

46
48

52

54
25
58
62

63

65

66

67
68

68

69

70
71

72

72
74



Vorlesung "Lineare Algebra 2" - Sommersemester 2016 Seite 1

1

1. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra 11

Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Lothar Sebastian Krapp, Gabriel Lehéricy

Erinnerung

Beispiel 1
Beispiel 2

Beispiel 3

Proposition 1

Erinnerung

Beweis

SS 2016: 12. April 2016

§ 1 Algebren

Sei K ein Korper. Eine K-Algebra A ist ein K-Vektorraum mit einer Multipli-
kation von Vektoren:

AxA— A
(a, B) — B,
so dass fiir alle o, 8,7 € Aund ¢ € K gilt:
(a) a(B7) = (af)y
() a(B+7v)=aB+ay und (a+B)y=ay+ By
(c) c(apf) = (ca)f = alch)

Falls es 1 € A gibt, so dass laa = al = « fiir alle « € A gilt, dann heif3it die
Algebra eine Algebra mit Finheit.
Falls gilt o = Pa fiir alle «, § € A heifit A eine kommutative Algebra.

o

A = M, «,(K) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit
A = L(V,V) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit

Potenzreihen Algebra
Betrachte K™ := {f; f : Ny — K, f Abbildung }

Schreibe f = (fn)nen, = (fo, f1.---)

Addition punktweise, i.e. (f + ¢)n := fu + gn (%)

Skalarmultiplikation, auch punktweise : (cf), := cf,

Produkt: (fg)n := Y figni fiir alle n € Ny (s5)
i=0

A := K™ mit den Verkniipfungen (wie in (x) und (xx) erklért) ist eine kom-
mutative Algebra mit Einheit.

In Lineare Algebra I hatten wir die Axiome der K-Vektorrdume fiir KMo be-
wiesen.

(9f)n = Zgifn—i = Zgn_ifi = Z fign—i = (fg)n: kommutatives Produkt.
=0 =0 =0
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((Fh], =D (FDibni =D (D figii) i =D > figi—jhni
i=0 =0  j=0 i=0 j=0
Beweis, Forts. L n. nJ n
, = Z i)Y gihp—ij= Z fi Z Gihin—j)—i = fi(gh)n—;
/ i=0 j=0  i=0 §=0

7=0
= [f(gh)] : assoziatives Produkt.

UA, UB: Die iibrigen Axiome (b) und (c).
Zeigen Sie auch, dass 1:=(1,0,...,0,...) eine Einheit ist.

Notation x:=(0,1,0,...) =1 2" :=x---x (n-mal)

Proposition 2 (1) 2% =(0,...,0,1,0,...) (1 ist die k-te Stelle) fiir alle k € Nj.

(2) {2* | k € Ng} sind linear unabhiingig. Also ist Ko unendlich dim.

Beweis Bereits in Linear Algebra I gefiihrt.

Definition und A = K™ heifit die Algebra der Potenzreihen iiber K.
Notation Sie wird bezeichnet als A := K[x].

Warum Potenzreihen? Formale Schreibweise: f = Z frx™.

n=0
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Notation

Definition

NB

Definition

§ 2 Die Polynom-Algebra

K[z] := span{z* | k € No}

f € Klz| heiit Polynom iber K.

Degree, Grad
Sei nun f # 0, f € K[xz]. Es gilt: f € K[z] genau dann, wenn es genau ein
n € Ny exisitert mit f,, # 0 und f; = 0 fiir alle & > n.

Notation, Definition
deg f :=n (Grad von f ist n).

degf=n&f=for'+ fizt +-- + fra"; fn #0.
fi heiflen Koeffizienten von f.

Ein Polynom dergestalt f = foz ist ein Skalarpolynom (deg f = 0 oder f = 0).
Ein Polynom f # 0 ist normiert, falls deg f = n und f,, = 1.
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NB

Satz 1

Beweis

Korollar 1

Beweis

Korollar 2

Beweis

SS 2016: 12. April 2016

f € K[x] definiere Support f := {n € Ng; f,, # 0}
(i) Support f = () genau dann, wenn f =0
(#2) Support f ist endlich genau dann, wenn f € K|z]
(1ii) f # 0. Support f endlich; es gilt deg f = max Support f.

Seien f,g € K[x] und f, g # 0. Es gilt
(1) fg#0

(i) deg (fg) = deg f +deg g

(73i) fg ist normiert, falls f und g normiert sind
) f
)

(1v) fg ist skalar < f und g skalar sind

(v) Falls f+ g # 0, gilt deg (f + ¢g) < max (deg f,deg g)

Sei deg f :=m und deg g :=n.

Behauptung: () (f9)min = fngn und (%)  (f¢)minsk = 0,k > 0.
m-+n—+k

Wir berechnen fg m4n+k — Z fzgm-i-n-i-k i

Welche Betrége sind ungleich N ull?

figminik—i Z0=1<m,(f; Z0O)und m+n+k—i<nalsom+k <i.
Das heiit: figminik—i # 0= m+k <1 < m, ie. k =0 und m = i, wie
behauptet.

Nun implizieren (%) und (**) unmittelbar (i), (ii) und (iii). Auch (i) und (ii)
implizieren (iv).

(v): UA, UB. O
K |[z] ist eine kommutative K-Algebra mit Einheit.

K|z] ist ein Unterraum von K[z]. Es geniigt also zu priifen, dass K[z] unter
Produkte abgeschlossen ist, i.e. f, g € K[z] = fg € K|z]. Dieses folgt aus Satz
1 Punkt (ii). O

frg,h € Klz]; f #0. Aus fg = fh folgt g = h.

K|z] ist ein Integritatsbereich (siche Satz 1 Punkt (i)). O
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NB

Definition

NB

Definition

Beispiel 1

Beispiel 2

Satz 2

Beweis

Beispiel 1

NB Beispiel

m-+n s m n

fg= Z (Zfrgs_r)xs fir f = Zfimi und g = z:gzxZ
i=0

s=0 r=0 i=0

Insbesondere cx™dz™ = cdx™ ™ und fg = Z Z figsz'™.

0<i<m 0<j<n

f: K — K ist eine polynomaiale Funktion, falls es ¢y, ..., c, € K gibt, so dass
flx)=co+crx+ -+ cpa” fiir alle z € K.

Eine polynomiale Funktion ist etwas anderes als ein Polynom. Wir werden die
Beziehung genau analysieren.

Sei A eine K-Algebra mit 1; f € Klz|; f = Z fix': a € A.
i=0

Definiere f(a) := Zfiozi mit o := 1.
i=0

A= K. f € K[z] bestimmt also eine polynomiale Funktion f : K — K.

./4 - MQXQ(K)

— 10 2
B_(—l 2) f=2"+2

m=2(4)+(12)"

A ist eine K-Algebra mit 1. f,g € K[z];a € A,c € K. Es gilt
(1) (cf +9)(a) =cf(a) + g(c)
(1) (fg)(a= fla)g(a)

Ubungsaufgabe

Noch einmal: Sei o € A fixiert.

L,: Klz] — K
foo— fla)

ist eine lineare Funktionale.

f#0, aber f =0. (2P — z) fiir p Primzahl verschwindet auf
Fp, eg. f=a%—x=2a%+2zx € F3z].

F#£0, weil (f)pen, = (0,2,0,1,0,...,0,...) # (0,0,0,0,...,0,...).

Aber f(0) = f(1) = f(2) = 0 in Fs. So ist f : F3 — F3 die Nullabbildung
(mehr dazu im Ubungsblatt).

Wenn aber K unendlich ist, haben wir solche Beispiele nicht! Wir werden dieses
genau untersuchen.

Seite 5

2
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Notation Sei K[z]~ der K-Vektorraum der polynomialen Funktionen.

Proposition K[z]™ ist eine K-Algebra (mit 1) versehen mit der punktweisen Multiplikation

(f3)(t) == f()g(t);t € K.
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Definition 1

Lagrange

Interpolation

Satz 1

Beweis

SS 2016: 12 April 2016

Seien A und A Algebren iiber K. Eine Bijektion ~: A — A;a0 — @& ist
eine Algebren-Isomorphie, falls (ca + df) = ca + df und (af) = af fiir alle
a,B € A c,d e K gelten.

Sei n € N. Sei K ein Korper, tg,t1,...,t, n + 1 verschiedene Elemente aus
K.

Sei V' := der K-Vektorraum der Polynome mit deg < n (zusammen mit 0
Polynom).

NB: dimV =n+1 (weil e.g. {z°,...2"} eine Basis bildet).
Sel L; := Ly,; Ly € V¥ 0 <0 <n; Li(f) == f(t;).

Behauptung 1
{Lo,...,Ly,} ist eine Basis fiir V*.

Beweis
Es geniigt eine duale Basis {F,..., P,} von V zu finden. Solch eine Basis ist
durch die Gleichungen
Lij(P)=d; 0<ij<n (%)
bestimmt. Wir wollen also Py, ..., P, konstruieren, die (x) erfiillen.
Wir definieren
T —1;
P J
H (ti - tj)
J#i
(siche Ubungsblatt) O

Die Dualitét liefert wie immer fiir alle f € V
f= Z f@)P;
i=0

“Lagrange Interpolationsformel”.

Die Abbildung
Klz] — Kl[z|~ fiir K unendlich

fo—=f

ist eine K-Algebren-Isomorphie.

Es ist unmittelbar zu priifen, dass f + cg = f+c¢g und }Z] — f§. Die Abbildung
ist per Definition surjektiv.

Injektiv? f=0= f =07

Sei deg f = n;t,,...,t, verschiedene in K. Seien P,,..., P, wie in LIF und
schreibe f =" f(t;)F;.

f=0=f(t)=0=f=0. O
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Divisions-
algorithmus

Lemma 1

Beweis

Satz 2

Beweis

§ 3 Ideale

K|z] ist ein Itegritétsbereich. Es gilt

fr9,h € Klz]; f # 0und fg = fh =g = h.
Wir wollen den Divisionsalgorithmus in K[z] beweisen.

Seien f, g # 0;deg g < deg f.
Es exisitert genau ein ¢ € K|x] und genau ein r € K|x], so dass

f=q9+m; r =0 oder deg r < deg g.

Seien f,d # 0 € K|z mlt deg d

< deg f. Es gibt ein g € K|z, so dass
f—dg =0 oder deg (f — dg) < deg f.

Schreibe deg f:=m >n :=deg d
m—1
f=apx™ + Zaixi Gy 7 0
n
=0
a a —
Betrachte b—:xm’”d = b—:xm’” (bnx" + ; biilii) = QT+
Also ist f — bm 2™ "d # 0 und deg (f — ra ”d) < deg f.
Setze also ¢ :n(‘z’")xm . O

(Divisionsalgorithmus)
Seien f,d € K[x];d # 0. Es existieren ¢, € K|[z], so dass

(1) f=dg+r
1) r =0 oder deg r < deg d.
(i)

Ferner sind ¢, mit (i) und (ii) eindeutig.

Existenz: Sei f # 0 und deg f > deg d. Lemma 1 ergibt, dass ein g € K|z]
existiert, so dass f —dg = 0 oder deg (f —dg) < deg f. Wenn f —dg # 0 und
deg (f — dg) > deg d, folgt aus Lemma 1, dass ein h € K|[z] existiert, so dass
(f —dg) —dh =0 oder deg (f —d(g+ h)) < deg (f — dg).

Die Fortsetzung ergibt ... < deg (f — d(g + h)) < deg (f — dg) < deg f. Die
Prozedur muss nach endlich vielen Schritten anhalten. Wir bekommen also
q € K[z] und r = 0 oder deg r < deg d mit f =dq+r.

Eindeutigkeit: Sei f =dg +r =dqg+r =d(g—q) = (r1 —r) mit r; =0
oder deg r; < deg d.

g—q #0=d(qg—q1) #0und deg (r; —r) = deg d +deg (¢ — q1).

Aber deg (11 —r) < max (deg r1,deg r) < deg d - ein Widerspruch.

So ¢ — ¢ = 0 und damit ry —r = 0.

2
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Definition 2 f,d € K|x];d # 0.
d teilt f oder fist durch d teilbar oder fist ein Vielfaches von d, wenn r = 0
in (Divisionsalgorithmus): f = dg + 0. In dem Fall heifit ¢ Quotient.
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Korollar 1

Beweis

Definition

Korollar 2

Beweis

SS 2016: 14. April 2016

f € K[z];c € K. Es gilt: (x — ¢) teilt f genau dann, wenn f(c) = 0.

Divisionsalgorithmus = f = (z — ¢)g+ r;r = 0 oder deg r < 1, i.e., r ist
Skalarpolynom. Also f(c) =r(c) =r.
Also r = 0 genau dann, wenn f(c) = 0. O

¢ € K ist eine Nullstelle, wenn f(c) = 0. Abbreviation: “NS von f in K. (Also
c ist Nullstelle von f genau dann, wenn (z — ¢) teilt f.)

Sei f € K[z] mit deg f = n. Dann hat f hochstens n Nullstellen in K.

deg f = 0= f # 0 (Skalarpolynom) = keine Nullstelle in K.

Also ohne Einschriankung degf > 1. deg f =1 = f = ax + ¢;a # 0 und
ar + ¢ = 0 genau dann, wenn x = =< also eindeutige Nullstelle. Wir nehmen
nun an, dass die Induktionsannahme fiir n — 1 gilt.

Sei a eine Nullstelle von f in K, also f = (x — a)q; deg g =n—1.

Nun ist f(b) = 0 genau dann, wenn b = a oder b eine Nullstelle von ¢ in K ist.
Induktionsannahme = ¢ hat hochstens (n — 1) Nullstellen, also hat damit f

hohstens n Nullstellen. O

Seite 10

1



Vorlesung "Lineare Algebra 2" - Sommersemester 2016 Seite 11

4. Script: Lineare Algebra II - SS 2016 2

Bemerkung 1

Notation

Satz 1

Beweis

Bemerkung

Definition 2

Satz 2

Beweis

§ 4 Formale Abteilungen

f=co+cix+cor® + -+ cpaz™ = fO (Konvention)
fO = f=c; 4+ 2cm + -+ +nc,a" = Df

D(f+cg)=D(f)+cD(g); f,g € K[z] und c € K.
So ist D ein linearer Operator: D : K|x] — K]lx].

f& =" =D*f:=D(D(f))
f® = D3(f) usw.; D" sind alle lineare Operatoren.

(Taylor’s Formel)
Seien Char (K ) =0;n € Np,a € K,p € K[z] und deg p < n.

Es gilt: p = Zp Zl(x —a)’ (*)

Sei (wieder wie in LIS) V der K-Vektorraum der Polynome von deg < n
(und das 0 Polynom). Betrachte: [; : V — K;l;(p) := pW(a);l; € V* fiir alle
1=0,.

Setze p; := %(x — a)'. Es gilt [;(p;) = 0 (siche Ubungsblatt).

Also smd po, .o.yppund ly, ..., [, zueinander Dual-Basen von V und V*.
Also p = Li(p)p;. O
i=0

1) L, (z — a),...

,(x — a)" sind linear unabhéngig. Also ist diese lineare
Kombination (x

) eindeutig.

(2) Char (K) = 0 wird vorausgesetzt damit 3! # 0.

Sei f # 0 und ¢ € K eine Nullstelle von f in K. Die Vielfachheit von c ist die
grofite p € N so dass gilt: (x — ¢)* teilt f,
Bemerke: 1 < p < deg f.

Seien Char (K) =0, f #0,deg f <n und ¢ € K ist eine Nullstelle von f.
Es gilt: ¢ hat die Vielfachheit o genau dann, wenn
F® () =0bei 0 <k <p—1und f¥(c)#0 (1)

“=7 (z — )" teil f und (z — )" teilt nicht f. Es gibt also g # 0 mit
f=(z—=c)ly.
Bemerke: deg g < n — p und g(c) # 0.
Die Taylor Formel liefert:

zp—c ng) x_C) }
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Beweis “=" Fortsetzung:
n—p
m (.CC B C)M+m
m=0

Da die Koeffizienten von f als lineare Kombination von (z —c)*(0 < k <
n) eindeutig sind, ergibt ein Vergleich:

(x — c)rtm
f= Zf(’“ Zg =9

(1)

(k) . (k) (kh=1) (¢
AlsofT(C):OfurOSkgu—lundfT(c):g(k ))fur,u<k:<n

Insbesondere fiir y = k erhalten wir f*(c) = g(c) # 0.

(z — o)

(*) und (1) liefern f = ;f(k) o

H(e ptl(e ) (¢
Alsof:(x—c)“[fu(! ) +fu+(1!)(:1:—c)+-- + f n'( )(JJ—C)W“}
=g

Also f = (z — ¢)*g mit g(c) # 0.

Wir behaupten nun: (x — ¢)**! teilt f nicht, sonst hitten wir h € K|x]
mit f = (z — c)*h = (v — ¢)*(z — c)h = (x — ¢)"g.

K{z] Integritétsbereich = g = (x —c¢)h. Also ¢g(c¢) = 0. Ein Widerspruch.
U
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Definition 1

Beispiel 0

Beispiel 1

Definition 2

Beispiel 2

Definition 3

Satz 1

Beweis

SS 2016: 19. April 2016

Ein K-Unterraum M C Klx] ist ein Ideal, wenn gilt: Fiir alle f € K[x] und
g€ Mist fg € M.

M = Klz|; M = {0} sind Ideale.

Seid € K[x] und d # 0. M := dK[z] = {df; f € K[z]} ist ein Ideal:

dleMceK
c(df)— dg =d(cf—g) p Unterraum
—_— M~ N —

eM eM eM

f € K[z] und dg € M = f(dg) = d(fg).
eM

dK[z] heifit Hauptideal (mit Erzeuger d).

(Endlich erzeugtes Ideal)
Seien dy,...,dy € K[z]. M := d\K[z] + - -+ 4+ d,K|[z] ist ein K-Unterraum. Es
ist ein Ideal:
Seipe M,p=difi+ -+ fofe mit fi,..., fr € K[z] und sei f € K|[z],
dann ist pf = dy (fig) +--- +de(fof) € M.
—— ~~

€K|x] €K|z]

M ist ein endlich erzeugtes Ideal (mit den Erzeugern dy, ..., dy).
Weitere Beispiele sieche Ubungsblatt.

Sei 0 # M C Klx] ein Ideal. Es existiert genau ein normiertes Polynom
d € Klz], so dass M = dK|z].

Existenz: Sei d # 0 und d € M, deg d ist minimal und ohne Einschrankung
d normiert.
Sei f € M. (Divisionsalgorithmus) = f = dg+r, mit r = 0 oder deg r < deg d.

Aber r = f — dq. Also muss r = 0 und damit f = dq sein.
——

eM

Eindeutigkeit: Sei g normiert, so dass M = gK[z| ist. Also existieren 0 #
p,q € Klz], so dass d = gp und g = dq, also d = dgp ist. Es folgt deg d =
deg d + deg p + deg ¢q. Also deg p = deg g = 0; p, ¢ sind Skalarpolynome. Nun
sind g und d normiert, also p = ¢ =1, also d = g. O

Seite 13

1
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Korollar 1 Der normierte Erzeuger d vom Ideal p; K[x] + - - - + pK|x] ist der groBite ge-
meinsame Teiler von (py,...,ps) (bezeichnet mit ggT (p1,...,pe)), das heifit
d|p;mit 1 <i</lund aus dy | p; mit dy € K[z] und 1 < i < ¢ folgt dy | d.

Beweis dK[z] = p1Kx] + -+ + peK]z], also d | p; mit 1 < i < {. Ferner ist d € M,
also d = p1gi + -+ + Pun = do[g1G1 + * - + Gl

Definition 4 py, ..., pe sind relativprim, wenn ggT (p1,...,p.) = 1 ist (Aquivalent: p; K|x] 4+
<+ peKlx] = Klz]).
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§ 5 Primzerlegung (Primfaktorisierung)

Definition 5 f € K|[z] ist reduzibel iiber K, wenn es g, h € K|x] gibt mit deg g > 1,deg h >

Beispiel
Satz 2

Beweis

Korollar 2

Satz 3

Beweis

1 und f = gh. Sonst ist f irreduzibel. Ist f irreduzibel und deg f > 1, so
nennen wir f Primpolynome iiber K.
Bemerkung: f reduzibel = deg f > 2.

f=2*+1=(z+1)(x — 1) ist reduzibel iiber C, aber irreduzibel iiber R.
p, f,g9 € K[x], p ist ein Primpolynom. Aus p | fg folgt p | f oder p | g.

Ohne Einschréankung ist p normiert, so dass p irreduzibel = die einzigen nor-
mierten Teiler von p sind 1 und p.

Sei d := ggT (f,p), insbesondere d = 1 oder d = p. Falls d = p, dann p | f.
Wennd=1=1=ppp+ fof.

po, fo € Klz], also g = fofg+ popg und p | fg;p | p(pog) = p | 9- O
p ist ein Primpolynom. p | fi--- f; = es existiert ein ¢ € {1,...,¢}, so dass
Pl fi

Sei f € Klz|, f normiert und deg f > 1. Dann ist f ein Produkt von normier-
ten Primpolynomen. Diese Darstellung ist eindeutig, bis auf Umnummerierung.

Existenz: deg f = 1 = f irreduzibel. Es ist nichts weiter zu zeigen.

Sei nun deg f > 1 := n - Beweis per Induktion nach n. Ist f irreduzibel, dann
ist nichts weiter zu zeigen.

Sonst f = gh mit n > deg ¢ > 1 und n > deg h > 1. Die Induktionsannahme
gilt fiir g, h und damit bekommen wir eine Faktorisierung fiir f.

Eindeutigkeit: Sei f = p1---pr = q1 -+ ¢s. pi, ¢; sind normierte Prim. Also
Pe | q1---qs. Es folgt py | ¢; fiir eine gewisse 1 < j < s. py, ¢; sind normierte
Prim = ¢; = p;. Ohne Einschréinkung nach Umnummerierung bekommen wir

Pe = qs (*)
Und somit P := py---pr1 = q1 -+ qs_1. deg (P) < n. Also gilt die Indukti-
onsannahme, das heiflt ¢, ..., ¢s_1 ist eine Umnummerierung von py,...,ps_1.

Diese Tatsache zusammen mit (%) beweist unsere Behauptung. O

Seite 15
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6. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra IT
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Lorna Gregory
SS 2012: 5. Mai 2012 - Vertretung: Lorna Gregory

Notation: Throughout, let N, := {1, ...,n}.

Definition 0.1. Let n €¢ N. A permutation of N, is a bijection
N, — N,,. We write S, for the set of permutations of N,,. The set S,
together the function

S, X Sp — Sy,
that maps (a, B) to the composition of functions aco 3 is a group. We
call this group the symmetric group on n elements.

Why is S, a group?
(i) If a, 8 € S, then « o J is bijective and thus a o § € S,
(ii) The identity map € : N, — Ny, defined by ¢(i) := ¢ for all
i € N, is the identity element for S,,.
(iii) Bijective maps have inverses. If a € S,, then there exists BesS,
such that ao f =e.
(iv) Multiplication is associative since function composition is al-
ways associative.
Notation: From now on, for a, 3 € S,, we will write af to mean a0 3.
For a permutation o of N, we write:

1 2 ws wss T
o(l) o2) ... ... o(n) )’
Example: The permutation ¢ € S5 with o(1) = 3,0(2) = 5,0(3) =
4,0(4) = 1,0(5) = 2 is written

123465

3541 2/
Definition 0.2. If o € S, has the property that there exist ay, ..., 4m €
N,, such that

J(az‘) = Qjy1, for1 <i<m-—1;
J(am) = a,
and o(z) =z, forx & {a1,...,am}

we say o is an m-cycle and write o in cycle notation as (alaz....am).
A transposition is a 2-cycle.

Example: The permutation

(1234
=V 4 1 3 2

is a 3-cycle. We write o in cycle notation as (142).
Definition 0.3. We say o, 5 € S,, are disjoint if,
{z ] a(z) #2}n{z | Blx) # 2} = 0.
1

Seite 16
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Example: Let

Q
Il

12 3 4

13 4 )
(1234
=\1 2 3
(12 34
T=\13 24 )

The permutations o and 7 are disjoint but ¢ and v are not disjoint.

W wWw

and

Lemma 0.4. Let aq, ..., a,, € S, be pairwise disjoint permutations and
let T € S,. The permutations ayQs...q, and T are disjoint if and only
if a; and T are disjoint for all 0 < i < m.

Proof. See exercise sheet. O

Proposition 0.5. Every o € S,, can be written as a product of disjoint
cycles.

Proof. Fix n € N. We shall prove the statement by induction on

[(o) := {a € N | o(a) # a}].
If I'(¢) = 0 then o is the identity map on N,, so o = (1)(2)...(n).
Let o € S,,. Suppose k = I'(0) > 0 and suppose the assertion is true
for all permutations 7 with I'(7) < k.
Let ip € N,, be such that o(ig) # ip. Let is := 0°(ip). Since N,, is finite,
there exists p,q € N with p < ¢ such that o?(ig) = 0%(ip). Since o is
bijective, 0?7 4(ig) = ig. Take r € N least such that "1 (ig) = ip. Let
T be the r + 1-cycle, (igiy...i,).
Now

{aeN, | (r7'0)(a)=a} ={a €N, | o(a) =a} U {ig, ..., }.

SoI(t7'o) < k=T(0).

So, by the induction hypothesis, 77!o can be written as a product of
pairwise disjoint cycles, say 7710 = ajan...ap,. S0 0 = Ta10...00,.
Since ay...ap,(i;) = 7o (i;) = i; for 0 < j < m, the permutations
a1Qs...u, and 7 are disjoint. By the lemma, this means 7 and «; are

disjoint for 0 <7 < m. So ¢ is a product of disjoint cycles.
O

Example: The permutation

1 2345
350 41 2
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written as a product of disjoint cycles is
(134)(25).
Notation:

Proposition 0.6. Every permutation on N,, can be written as a product
of transpositions.

Proof. The identity is (12)(21).

Since every permutation can be written as a product of cycles, it is
enough to show that every cycle can be written as a product of trans-
positions. Let (i1...i,) € S, be an r-cycle. Then

(ivig...iy) = (iviy)(ivip—1)...(iris) (ivis).

For il,
(119, ) (i18p—1)...(4113) (41d2) 11 = (413,) (18r—1)...(4113)12 = ia.
For s > 1,
(118, ) (18p—1)...(1193) (1142)1s = (i10y)(210p—1)-.-(110511) (F115) s

(1197 ) (18p—1) ... (G10542) (T19541 )01

(ilir) (ilir—l)‘--(ilis—&—Q)is—i-l

= ’is+1
O
Example: The permutation (123) € S, can be written as both
(13)(12)
and
(13)(42)(12)(14).

So factorisation into transpositions is not unique, even more, the num-
ber of transpositions used in a factorisation is not unique. So, what is
unique?
In order to answer this question we first need to define the action
of a permutation ¢ € S, on a function from Z" to Z. (Reminder
7" =7 % .. xX1).

——

n—times

Let 0 € S,, and f : Z™ — Z be a function. We define o f to be the
function from Z" — 7Z defined by

() @1,y ) = (o), s Tam))-
Example: Let f : Z*> — Z be the function defined by f(zy,xs, 13) :=
129 + x3 and o = (123) € S3. The function

(Uf)<33'1a 9527553) = f(~"72a :1;3,3;1) = T2T3 + T1.
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Lemma 0.7. Let o,7 € S, and f,g: Z" — Z. Then

(1) o(rf) = (o7)f
(i) o(fg) = (0 f)(og)

Proof. See exercise sheet.

Theorem 0.8. There is a map sign : S, — {1,—1} such that:
(a) For every transposition T € S, sign(t) = —1.
(b) For permutations o, 0’
sign(ca’) = sign(a)sign(c’).
This function is unique with these properties. For o € S,, we call

sign(o) the signature of o.

Proof. Fix n € N. Let A : Z™ — Z be the function defined by
A(Zﬁl,...,l'n) S H ([L'J—$7,)
1<i<j<n

Claim: For a transposition 7 € S,,, TA = —A.
Let 7 = (rs) with r < s.

By lemma [0.7](1)
TA(x1, .y ) = H T(x; — x;).

1<i<j<n
Clearly, if 4,5 ¢ {r, s} then 7(z; — z;) = (z; — x;).
For the factor (x5 — x,), we have that 7(z; — x,.) = —(x, — z5).

The remaining factors can be put into pairs as follows:

(2 — xs) () — ), ik >s;
(s —xp) () — ), ifr <k <s;
(s — xp) (2, — ), k<.

Each pair is unaffected by 7.
Therefore TA = —A. So we have proved the claim.

Now suppose o € S,,. We can write ¢ = 7...7;, where 7, ..., 7, are
transpositions. By lemma [0.7ii),

oA =1 (1o(...(TA)...))
and by the claim
T (T2 (...(TnA)...)) = (=1)"A.
So oA =AorcA=-A.

For o € S,, let sign(o) = +1 if cA = A and let sign(o) = —1 if
oA = —A. This map is well-defined since A(1,2,...,n) # 0.
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Let 0,7 € S,,. By lemma [0.7]i),
(o7)A = o(TA).
So
sign(or) = sign(o)sign(7).
The function sign : S,, — {1, —1} is unique with properties (a) and (b)
since every permutation is a product of transpositions.
O

Remark: Let o0 € S,, and let 7,...,7,, € S, be transpositions such
that ¢ = 74...7,,. Then

sign(o) = (—1)™.

Definition 0.9. We call a permutation even if it can be written as a
product of an even number of transpositions.

We call a permutation odd if it can be written as a product of an odd
number of transpositions.

Corollary 0.10. A permutation o is even if and only if sign(c) = 1
and is odd if and only if sign(c) = —1. Thus, a permutation can not
be written as both a product of an even number transpositions and an
odd number of transpositions.
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7. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II

Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Lothar Sebastian Krapp, Gabriel Lehéricy

SS 2016: 26. April 2016

§ 6 Die symmetrischen Gruppen S, (Fortsetzung)

Definition und Betrachte die folgende Untermenge von S,,:

Notation

Bemerkung

A, :={o | o ist gerade }.
Es gilt: A, ist eine Untergruppe von S,,.
[ Die Einheit (1) ist gerade, also (1) € A,. Wenn o = 79---7,, und v = y1--Y,

wobei 7;,7; Transpositionen und k,n gerade sind, dann gilt

O =T Tm Y1 Vk-

Also ist A,, abgeschlossen unter Produkt, auch o=! = 7771, Also ist 4,

abgeschlossen unter Inversen. |
A, ist die alternierende Gruppe.

Sp = Apw Ungerade = A,, wU, wobei U := Ungerade := {6 | § ist ungerade } ist
die Untermenge der ungeraden Permutationen.

Die Abbildung
A, —U
o— (12)c

|
ist bijektiv. Wir folgern: |A,| = %
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7. Script: Lineare Algebra II - SS 2016 2

Definition

Beispiel

Notation

Definition

Notation

Bemerkung

§ 7 Multilineare Formen

Sei K ein Korper und seien U,V K-Vektorrdume.

B:UxV —K
(z,y) — B(z,y)
ist eine bilineare Funktionale (oder bilineare Form), falls gelten:
(1) B(erx1 + oo, y) = c18(x1,y) + co8(x2,y) und
(2) Bz, diyr + dayz) = diB(z,y1) + da (21, y2)

fiir alle x, 21,20 € U und y,y1,y2 € V und ¢, ca,dy,ds € K.

VxV*— K
(z, f) — [, [], wobei [z, f]:= f(x).

Die definierenden Eigenschaften und Verkniipfungen in V* liefern
(1) [erxr + comy, f1 = er[w, f]+ cof g, f] und

(2) [w,dif1+dafo] = dilz, fr] + do[2, fo].

L®(U xV; K) := die Menge der bilinearen Formen auf U x V. Sie ist ein Vek-
torraum (mit den Verkniipfungen (151 + ¢282)(x,y) := c181(x,y) + c2B2(x, y)
wie tiblich).

Seien m € N und Vi,...,V,, K-Vektorrdume. Eine m-lineare Funktionale
(Form) (oder multilineare Funktionale vom Grad m) auf V; x --- x V,, ist eine
Abbildung g : Vj x -+ x V,, — K, so dass fur alle i € {1,...,m} gilt:

plag, ..., cap+y ..., Q) =
cu(on, ..., o ey Q)+ ¢ fir g,y € Visce K.
uwlag, ..., v sy ()

L) (V) x -+ x Vs K) := K-Vektorraum der m-linearen Formen.

o ist multilinear und falls ein ¢ mit «; = 0 existiert, dann gilt
w(ag, ..oy ) = 0.
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Definition

Konvention

Lemma 1

Allgemeiner
Beweis

§ 8 Alternierende multilineare Formen auf K"

Sei n e N und V = K™. Eine n-lineare Form

0:K"x-x K" — K
—_————
n-mal

ist alternierend, falls 4,7 € {1,...,n} mit z; = z; und 7 # j existieren, dann gilt
(21, y2n) =0 (fiir zq,..., 2, € KM).

d wird auch als Abbildung auf K™ = Mat,.,(K) aufgefasst, ndmlich
21

0(A)=06(z1,...,2n), wobei A= ... |

Zn

i.e. z; ist die ite-Zeile der n x n-Matrix A.

Sei ¢ alternierend. Es gilt:

(i) z1,...,2, sind linear abhéngig = §(21,...,2,) =0

(1) 0(21,- s Ziyee s Zjy s Zn) = =0(21, . 2Zjy ooy 2y ooy 2y) (flT 4 # 7).

0(Zr(1ys -+ Zrn)) = Sign(m)o(21,. .., 2,) fiir me S,

n-1
(i) Ohne Einschrinkung nehmen wir an z, = ) ¢z fiir geeignete
i=1
Cl,...,Cn_leK.
Wir berechnen:
n—1 n-1
0215y Znet, Z Cizi) = Zcié(zl,...,zn_l,zi) =0.
i=1 i1
(ii) Wir berechnen:
0= 6(21,. -, 2+ 2,y 2+ Ziy ooy 2) =
(215 ey Zigeo oy Zj+ Ziy ooy 2n) +
O(21, ey Zjye ey 25+ Ziy ooy 2n) =
0215wy Zige ey Zjyeny 2n) +
(21, oy Ziy ooy Zige e ey Zn) +
0215y Zjy ey 2oy Zn) +
(215 ey Zjyees Zin ooy Zn)-
Also:
0=0(215- s Ziseees Zjyeey 2n) ¥ 0(21, - 2o iy e 2n)

wie behauptet. O

Seite 23
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Bemerkung (1) Falls Char (K) # 2 gilt auch die Umkehrung: ¢ erfiillt (ii) impliziert ¢
alternierend ist: Man nehme z; = z; fiir 7 # j.
Also 0(z1,- -2y y Ziyeoszn) = =0(21, -y Ziy ey Ziy ey Zn). Als
Char (K) #2 gilt fir alleae K: a=-a=a=0.

(2) §((a,b),(c,d)) = ac+bd auf Fy x Fy ist ein Gegenbeispiel.
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8. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II

Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Lothar Sebastian Krapp, Gabriel Lehéricy

Lemma 2

Beweis

Lemma 3

Beweis

Bemerkung

Korollar 1

Beweis

SS 2016: 28. April 2016

Seite 25

1

Sei 0 : K™ x ---x K™ — K eine alternierende lineare Form und A € M, (K).

Es gelten:
(i) d(e(A)) =6(A); e Zeilenumformung von Typ 3
(i) 3(e(A)) = =6(A); e von Typ 15 i # ]

(iti) 6(e(A)=co(A)); e von Typ 2; ce K;c#0.

Allgemeiner

(iv) 6(cA)=c"(a);ce K

(1) 0(z1 + czo,29,...,20) = O0(z1,20,--.,20) + 0(22,20,...,2)
5(21,22,...,2}”).

(it) Folgt aus Lemma 1 (7. Vorlesung).

(i7i) Folgt aus n-Linearitét.

(iv) 0(cz1,...,¢zn) = cd(z1,¢20,...,¢2,) = 20(21,22,C23,...,C2,) = ==

0(21, 22, 22, -+ Zn)-

d(A) = A0(r.z.S.F.(A)), wobei Ay e K und Ay # 0; Ay hingt nur von
A€ M, (K) ab.

Wiederholte Anwendung von Lemma 2 (A, ist ein Produkt aus der Gestalt

(=1)%cy-+-cy, fiir geeignete ¢,k € Ng und ¢y, ..., ¢, € K*).

Fiir A € M., (K) gilt die folgende Dichotomie (siehe Lineare Algebra I):
Fall 1 r.z.S.F.(A) hat eine Nullzeile oder

Fall 2 r.z.S.F.(A) = I,.

Also erhalten wir hier auch eine Dichotomie:

Fall 1 (A)=A40=0

Fall 2 §(A) = A40(1,).

d # 0 genau dann, wenn 0(/,,) # 0.

“<” Klar.

“=" §(I,) =0=0(A) =0 in beiden Fillen (1) und (2).

O
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Korollar 2 Seien § # 0, A € My, (K). Es gilt: 6(A) # 0 genau dann, wenn A invertierbar.
Beweis A ist invertierbar < r.z.5.F.(A) = I, |
Korollar 3 Seien 1,09 n-lineare alternierende Formen auf K". Es gilt §; = o genau

Definition und
Notation

Korollar 4

Beweis

Definition

Berechnung

dann, wenn 0;(eq,...,e,) = da(eq,...,e,) (wobei wie immer € = {eq,...,e,}
die Standard-Basis ist). o

A = alt™ (K™) := der K-Vektorraum der n-linearen alternierenden Formen
auf K. Es ist ein Unterraum von L (K" x -+ x K™; K).

dim(alt(™(K™)) < 1.

Sei 07 # 0 fixiert. Sei dy € A. Sei A € M,,,,,(K) wie im Fall 2.

Es gllt 52(A) = AA 52([n) = AA(SQ([n)(Sl([n) (>(-)
51(In)
52 (1)
Setze d := c K.
0 (1)
Aus (#) folgt d2(A) = dA401(1,) = do1(A) fiir Ae M, (K).
Also ist 09 = db;. O

Wir werden nun zeigen, dass ein § € A existiert mit 6(7,) = 1. Solch eine
Funktionale § ist notwendig eindeutig!

Die Determinante (Funktionale) ist die eindeutige n-lineare alternierende Form
det auf K™, wofur det(1,) =1 gilt.

Die Formelberechnung:

Sel A = (a;j)1<icn,1<j<n € Myuxn(K), 0 € A.
21

A=

Zn

n
Wir schreiben z; = ) ag;,ej, in der Standardbasis.
Ji=1

Wir berechnen:

5(A) :6(2&1j16j1,..., Z anjnejn)"‘ﬂn- (*)

Ji=1 Jn=1
n

) Z aljl.“anjné(ejl?'"7€jn)' (**)

Betrachte die Abbildung
{1,...,n} — {1,...,n}

gV

Falls nicht injektiv, dann gibt es eine Wiederholung in (ji, ..., j,) und damit
ist d(ejy, ... e5,) =0.

Falls injektiv, dann ist sie eine Permutation 7 € S, und damit ist
6(€ejs---5€5,) =0(en1),-- - n(ny) = sign(m)d(er, ..., en).
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Also kénnen wir nun (*x*) umschreiben.

(¥%) = Zsign(w)alﬂ(l)---am(n)é(el,...,en)

WESn
= Z sign(ﬁ)alw(l)“'anﬂ(n)é(ln)
7T€Sn
= 5(L) Y sign(m) sy s ()

7eSn

Wir sehen also, dass 6(I,,) = 1 eine Formel fiir 0 liefert wie in (% * *):

Satz Definiere fiir A = (ai;)1<i<ni1<j<n:
0(A) = ) sign(m)aie) - Gnr(n) (det)
TESH

J ist eine n-lineare alternierende Form und erfiillt 6(7,,) = 1.

Beweis Sei 0 # A diagonal; also ¢ # j = a;; = 0. Das heifit, dass die einzige
Permutation, die einen Beitrag # 0 bringt, diejenige ist, fiir die i = m(4)
fir alle 7 € {1,...,n} gilt, i.e. 7 = (1) die Identitédt € S,. Es bleibt also nur
ein Produkt in (det) iibrig, ndmlich ay1a99:++ay, = 6(A), insbesondere §(1,,) = 1.

e n-linear? Berechne
SZgn(ﬂ-) [(alﬂ'(l) + dallﬂ(l))a%r(?)"'amr(n)] =

Slgn(ﬂ-) [(alw(l)a%r(?)'“amr(n)) + d(a’llw(l)a27r(2)"'amr(n))]
usw..... Ubungsaufgabe.

e alternierend?
Sei 21 = 2, i.e. ay; = ag; fiir alle 1 < j <n, i.e. aix(j) = a2x(y) fiir alle m € S,
und 1 <j<n.

Berechne (mit S, = 4,, u 4,,(12))

6(A) = Z sign(m) A17(1) A17(2) A37x(3)" " Anr(n)
TeAnWAL(12)

= | D sign(m) aix1) G1n(2) Asn(3) Onn(n |+
TEAn

()

> [sign(m)(12)] air(i2)(1) Gir(12)(2) G3r(12)(3) " Enm(12)(n)

TEAR

(I1)



Vorlesung "Lineare Algebra 2" - Sommersemester 2016 Seite 28

8. Script: Lineare Algebra II - SS 2016 4

In der Summe (II) bekommen wir:

5> [=sign(m)] a1a(2) @1n(t) Gsn(ay-nn) =

TeA,

z [-sign(m)] A1r(1) Q1r(2) A37(3) " CAnn(n)

TeAy

Wir schen also, die Termen kiirzen sich ab, ie. in (I) bzw. (II):
A17(1) O17(2)"  Anx(n) und —A17(1) A1x(2) " Anx(n), Le. (I) + (I[) =0. o

Korollar 5 dim(A) =1 fiir alle n e N.
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Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Lothar Sebastian Krapp, Gabriel Lehéricy

Korollar 1

Beweis

Bemerkung

Beispiel

Satz 1
Erinnerung

Beweis

SS 2016: 10. Mai 2016

dim(alt™ (K™)) = 1.
Das heifit §(A) = det(A)d(1,) fiir A€ M, (K) und 6 € alt(™.

Da det € alt™ und det # 0, ist dim(alt(™) = 1.
Sei § € alt(™. Also ist § = ddet fiir d € K. Nun muss gelten 6(1,,) = ddet(1,),
also d =46(1,). i

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. § € alt( (R") ist analog definiert. Der
Hauptsatz gilt auch in diesem erweiterten Rahmen:
Sei A € Myxn(R); A = (aij)1<icn,1<j<n- Definiere:

det(A) = Z sign(m)a1x(1) " Anr(n)-

weSy

Dann ist det die eindeutige Funktionale ¢ € alt(™(R") mit der Eigenschaft
6(I,) = 1.

R = K[z].
z 0 —x2
A=1 0 1 0
1 0 a3

Sei 6 € alt®) (Ms,3(R)) : 6(A) = §(we, — 22e3, 69,81 + 23e3),
wobei &1 = (1,0,0),e9 = (0,1,0) und €3 = (0,0,1) (die Standard-Vektoren).

0(A)

xd(e1,80,61 + x3e3) — x20(e3,89,61 + 13€3)
x6(€17827 81) + $45(€1,82, <C33) - x25(€3782781) - ‘r55(€37€2783>
(I4 + I2)6(81,€2, 83).

Sei A € M,,(R). Es gilt: det(A) = det(AT).

TY. - T _
(AT)ji = Aij oder aj; = aj

Betrachte
n n n n n T
H Qi (i) = H Qi = H A5 = H Ar-1(5)5 = H Ajr-1(5)
i=1 i,j=1,j=m (%) ij=1li=m"1(5) =1 J=1

fir me S,,.

Wir berechnen nun

det(A) = > sign(r) E Qin(iy = Y. sign(ﬂ’l)gaﬁr,l(j) = det(AT). i

WESTL ’7'I'_1 ESn

Seite 29
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Satz 2

Beweis

Korollar
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det(AB) = det(A)det(B), fiir A, B € M,,x,(R).
21
Fixiere B € M, (R). Definiere 5(A) := det(AB); A =
Zn
Also 6p(z1,...,2,) =det(21B,...,2z,B).
n linear?
Sp(z1+czy, 20, ..., 20) =det((21 +¢2))B, ..., 2,B) =
det(z1B, 2B, ...,2,B) + cdet(2,B, 2B, ..., 2,B).
alternierend?
0(2z1,21,- -, 2n) =det(z1B, 1B, ..., 2,B) = 0.
dim(alt(™) =1 = dg(A) =det(A)dp(I,) = det(A) det(B). O
Sei A invertierbar. Es gilt det( A1) = [det(A)]'.
det(AA-1) =det(A)det(A-1) =det(l,) =1. O

Beweis

Notation

Satz 3

Korollar

Beweis

Sei A€ Myn,(R) und 4,5 € {1,...,n} fixiert.

Ali | 7] ist die (n—1) x (n—-1)-Matrix, die man nach Entfernung der i-ten Zeile
und j-ten Spalte von A bekommt.

D;;(A) :=det(A[i | j]).

Fixiere j mit 1 < j <n. Betrachte
0(A) =Y (1) ay; Dyj(A).
i=1
Es ist § € alt™ und §(I,) = 1.

(Spaltenentwicklung:)
Sei A€ M,,(R). Fiir jedes 1< j <n gilt

det(A) = i(—l)”jaijDij (A).

i=1

von Satz 3:
fir A=1,;a;; =0, wenn ¢ # j. Also betrachte nun 7 = j, i.e. a;; = 1.
Wir bekommen 6(1,,) = (-1)%.a;; det(,-1) = (-1)¥.1.1 = 1.

alternierend?
21

Sei A=| : | und seien z; = z, fir k< /.
Z’n

Falls i # k und i # ¢, hat A[i | j] zwei gleiche Zeilen. So D;;(A) = 0.
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Beweis, Forts. Also betrachten wir nur i = k oder i = £:

6(A) = (-1 ag;Dy;(A) + (=1)"*ag Dy (A)

= (=D"ar; Dy (A) + (1) ag; De; (A) )
weil ag; = ay; ist.
Betrachte:
Z1
27 :
: Zy
Alk [ §]=] % | und A[¢|j]=|
Zk:.+1 -1
: Z€_+1
z; :
-

(D (I1)

(I): z; = % ist hier von der (£ —1)-ten Zeile.

(II): z; = z;, ist hier von der k-ten Zeile.

Ein Vergleich von (I) und (IT) ergibt: A[k | j] und A[¢ | j] haben die gleichen
Zeilen, bis auf die Permutation der Zeilen!!

Man kann aber durch wiederholte Zeilenumformunten aus Typ 1 A[¢ | j] aus
Alk | j] erhalten, indem man die (¢ - 1)-te Zeile in (I) bis zur k-ten Zeile in
(IT) riickt. Dafiir benotigt man (¢ — 1) — k Transpositionen [:= Permutationen
der Gestalt (/-1 /¢—-2),dann ({-2¢-3)---bis ({-({-k-1) (- (L-k)) ie.
bis (k+ 1 k)].

Zusammenfassend: Setze m:= (k+1k)---({-10-2);m€ S,1.
sign(m) = (=1)ED=F Also Dyj(A) = (-1)EDFDy;(A).
Zuriick zu (*):
0(A) = (1) (=1)Far; Dy (A) + (-1) 1 Hay; Dy (A) |

1. Term 2. Term

Aber (-1)F = —[(~1)2-17F] = (=1)2(-D)k,
Also kiirzen sich 1. Term und 2. Term ab und damit ist §( A) = 0 wie behauptet.

n-linear?

Hinweis: Ubungsaufgabe, Ubungsblatt: Zeige: fiir ¢, j fixiert ist a;;D;jca) eine
n-lineare Funktion in A.

Eine lineare Kombination von n-linearen ist n-linear. Also ist § n-linear. O
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Definition 1

Notation

1. Behauptung

Beweis

Definition 2

2. Behauptung

Beweis

SS 2016: 17. Mai 2016

Wir haben bewiesen: Fiir n > 1; A n x n iiber R; fiir jede j-te Spalte gilt:
det(A) = (-1)"7 det A[i | j]A;;
i1

(=1)"*idet A[i | j] ist der ij-te Kofaktor von A.

Cz'j = (—1)i+j det A[Z | j] Also det(A) = ZAZJC’LJ

i=1

k’?é] = ZA“CC” =0.

i=1

Ersetze die j-te Spalte von A durch ihre k-te Spalte und nenne die so erhaltene
Matrix B. Es gilt also: B;; = A;, fiir alle . B hat zwei gleiche Spalten, also ist
det(B) 0. Nun ist B[i | j] = A[i | 7]. Also:

0 = det(B )

~ Y (-1)" By detBi |j]

=1

I
M:

(=1)"*7 Ay det A[i |5]

Il
—

7

I
M:
o

ik Cij
i=1
Damit ist Behauptung 1 bewiesen. O

Diese Eigenschaften fassen wir zusammen:
n

ZAzk Cij = 5jk det(A) (*)
i=1

Die n x n-Matrix adj(A) ist die Transponierte der Matrix der Kofaktoren von
A, das heifit (adj A);; = Cj; = (1) det A[j | i].
adj (A) ist die adjungierte Matriz von A.

Die Formeln in (*) kann man nun zusammenfassen:

(adj A)A = det(A)I,. (**)
A(adj A) =det(A)I,.

Esist AT[i | j]=A[j | ]".

Also (-1)*det AT[i | j] = (-1)"*idet A[j | i] (ij-te Kofaktor von AT = ji-te
Kofaktor von A). Also adj(AT) = (adjA)T (o * %)
(**) impliziert fiir AT: (adjAT)AT = (det AT)I,, = (det A)I,

Also A(adjAT)T = (det A)I,,. Zusammen mit (* * *) erhalten wir A(adjA) =
(det A)1,.

Damit ist Behauptung 2 bewiesen. O
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Definition 3

Satz 1

Beispiel 1

Beispiel 2

Lemma 2

Beweis

Es gilt also: A(adjA) = (det A)I,, und (adjA)A = det(A)I, (1)-

A€ M, (R) ist iiber R invertierbar, falls es B € M,,,,,(R) gibt,

so dass AB =BA=1,.

(Wenn B exisitert, dann ist B eindeutig; B = A~ wie fiir R = K (Kérper).)
Aus () sehen wir: det(A) invertierbar in R (i.e., eine Einheit von R) = A
invertierbar iiber R und A~! = (det A)~tadjA.

Umgekehrt: A invertierbar = AA™! = [, = det(4A4') = 1 =
det(A)det(A-1) =1 = det(A) ist eine Einheit in R.

Wir haben bewiesen
A € M, (R) ist invertierbar iiber R genau dann, wenn det(A) eine Einheit in
R ist. Ist A invertierbar, so ist A~! =det(A)tadj(A).

(Insbesondere A € M, (K) (K - Korper) ist invertierbar genau dann, wenn
det(A) £0.)

Sonderfall:
R=K|z];f,ge K[z]; fg=1=deg f+deg g=0=deg f=deg g =0.

Also sind die Einheiten von R, die # 0 sind, Skalarpolynome. A ist invertierbar
genau dann, wenn det(A) € K*.

@11 A12
A=
Q21 A22
det(A) = a110922 — Q21A12

adj(A)z( 22 —CL12)

—a21 ail

1 2
A:(3 4)€M2X2(Z)
det(A) = -2. A ist nicht invertierbar iiber Z. A ist aber invertierbar als Matrix

mit Eintrigen aus Q und A™! = -3 ( _;l _? )

R =R[z]

2 2 _
A:(x+x w+1) B:( x* -1 :c+2)

-1 1 2-2x+3 =«

det(A)=x+1 det B = -6
A nicht invertierbar B invertierbar

Ahnliche Matrizen haben gleiche Determinanten.

B=P1 AP fix A, B € My (K)
det B =det(P-! AP) =det(P) ' det(P)det(A) =det(A) O

Seite 33
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Definition 4

Cramer’s Formel

Cramer’s Regel

dim(V') = n; V ist ein K-Vektorraum.
T :V — V ist ein linearer Operator. Definiere det(7T') := det([T]g) fiir eine
(jede) Basis B von V.

Y1
Betrachte GS: AX =Y; Y = ( : ) e Knxl
Yn
Also adj(A)AX = adj(A)Y.
Also (det A)X = adj(A)Y

n

Also (det A)z; = Y (adjA);iy:
1=1

Also gilt fiir 1 < j <n, dass (det A)z; Z( 1)y, det A[7 | 7].

Hier erkennen wir die Determinante der Matrix, die man erhélt, wenn man die
j-te Spalte von A durch Y ersetzt.
Wenn det(A) # 0 bekommen wir

Sei A € My, (K) mit det(A) 0.

Y1
SeiY=| : |eKml,
Yn
Dann ist die eindeutige Losung X = A~1Y so beschrieben:
[Ej = s
det A

wobei B; die n x n-Matrix ist, die man erhélt, wenn man die j-te Spalte von
A durch Y ersetzt.
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Definition 1

Bemerkung

Satz 1

Bemerkung 2

Beweis

SS 2016: 19. Mai 2016

§ 9 Eigenwerte und Eigenvektoren

(a) Seien V ein K-Vektorraum und 7 € L(V, V). Dann ist ¢ € K ein Figenwert
von T, falls ein a € V' existiert mit o # 0 und

T(a) = ca.

(b) Sei a € V und T'(«) = car, dann heiflt o Figenvektor (zum Eigenwert c).

(c) W. :={a eV | T(a) = ca} ist ein Unterraum, der Eigenraum (zum
Eigenwert c).

W.=ker(T —cl), dh. W.={a | T(a)=ca}={a| (T -cl)a=0}.
c ist also Eigenwert genau dann, wenn (7" - ¢l) singulér ist.

Sei V endlich dim., T e £(V,V),c € K. Aquivalent sind:
(i) cist Eigenwert von T
(it) (T - cl) ist nicht invertierbar.

(ii7) det(T'—cl) =0.

det(T'—xTI) ist ein Polynom von Grad n (die Eigenwerte sind also genau dessen
Nullstellen).

Sei B eine Basis von V. Sei A € Mat,x,(K), A=[T]g. Esist A—xI = [T-zI]p.
Nun ist

T —an —Q1n
Bi=xl-A-= —a921 mit b” = (.I' - Clii)
T = Qnp
det B = Z (sign T) bir1) = bprn)
TESH
Falls # 0.

deg (517(1) bm-(n)) = |{Z € {1, . ,n} : T(Z) = Z}|

Also ist [ [(z—aj;) der einzige Term (Hauptterm von Grad n). Wir sehen also,
i=1

dass deg (Z(sign 7) birqy - bm(n)) =n und auBerdem, dass det(z] - A) ein

=
normiertes Polynom ist. ad
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Definition 2

Definition 3
Lemma 1

Beweis

Definition 4

Bermerkung
und Beispiele

¢ € K ist ein Eigenwert von A € Mat,.,(K), falls (cI — A) singulér ist. Also
sind die Eigenwerte von A die Nullstellen von det(xl — A) wie oben.

f(x) :=det(zl - A) ist das charakteristische Polynom von A.
Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.

Fiir B = P-LAP gilt
det(zl — B) = det(xl - P'AP) = det(P'(xl - A)P) = det P~tdet(z] -
A)det P =det(xzl - A). O
Sei V' endlich dim; T"e L(V, V).

Char. Pol. (T") := Char. Pol. ([T']g)

fiir irgendeine Basis B von V' (und damit fiir jede Basis).

T kann also nicht mehr als dim(V') Eigenwerte in K haben.

(i) A:(? > )EMatgxg(R)

hat keine reelle Eigenwerte, weil det(xl — A) = 22 + 1 keine reellen Null-
stellen hat.

31 -1
(i1) A( 2 2 -1 )eMatgx:s(]R)

2 2 0
r-3 -1 1
Char. Pol. (A)=| -2 2-2 1 |=23-522+8zx—-4=(x-1)(xz-2)%
-2 -2

Eigenwerte c=1, c=2¢€R.

c=1 ker(A-1):=W;

21 -1
A-1T-= ( 2 1 -1 ) hat Rang =2, also dim(ker(A-1)) = 1.
2 2 -1

Wir wollen eine Basis fiir W, finden. Lose
T 0
(A - I) T2 = 0
XT3 0
ap = (1,0,2) ist eine Losung und {ay } ist eine Basis fiir W;.

c=2 ker(A-2I):=W,

11 -1
A-2I=| 2 0 -1 ) hat Rang =2, also dim W, = 1.
2 2 -2

Finde Losung wie oben.
ag = (1,1,2) und {ay} ist eine Basis fiir W.
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Lemma 2

Beweis

Korollar

Definition 5

Bemerkung

Seien v; # 0;v; € V. v; ist Eigenvektor zu Eigenwert ¢; fir i = 1,..., k. Falls
c;#c;firi#jmiti,je{l,... k}, dann ist {vy,...,v;} linear unabhéngig.

Bemerke, dass v € Vv # 0 = v kann nicht Eigenvektor zu verschiedenen Ei-
genwerten sein.

Wir fithren einen Beweis per Induktion: k = 2.

Ist vg = cvq, so ist vy € W, also ist vy ein Eigenvektor zur ¢; und ¢y # ¢1.
Widerspruch.

Indutkionsannahme gelte fiir £ — 1.

k-1
Seien vy, ..., v linear abhéngig. OE haben wir also v = Z v;
i=1
k-1 k-1 k-1
T(vg) = cpvg = cg Z v; und T'(vy) = Z T(v;) = Z Civ;
1 - =1 =1 =1
:>CkZ'UZ'= ZCﬂ)i
i=1 i=1
k-1
= Z(Ck - Ci)vi =0
i=1
= _
A ck—Ci=0=>c¢=¢ (miti=1,....k-1).
Widerspruch. O

Seien dimV = n,T € £(V,V). Nimm an, dass T" n-verschiedene Eigenwerte
di,...,d, in K hat. Dann hat V' eine Basis D, bestehend aus Eigenvektoren
von T

Seien dimV = n,T € L(V,V). T ist diagonalisierbar (iiber K), falls V' eine
Basis bestehend aus Eigenvektoren von 7' hat.

Seien dy,...,d, verschiedene Eigenwerte von 7" und D eine Basis wie im Ko-
rollar. Dann ist [T']p diagonal.
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Bemerkung am Ende der 11. Vorlesung

Korollar 1

Beweis

Lemma 1

Beweis

dimV =n,T e L(V,V) und dy,...,d, sind verschiedene Eigenwerte, «; ist Ei-
genvektor zum Eigenwert d;. Setze D := {ay, ..., a,}. Dann ist D eine Basis und

dq 0
[T]D = '.'
0 d,,

eine diagonale Matrix.

Sei dimV =n,T € L(V,V) und dy,...,d; verschiedene Eigenwerte. Fiir alle

ie{l,...,k} sei B; ¢ W, linear unabhingig. Dann ist B:= U, B; auch linear
unabhéngig.

4

Sei L := {vy,...,v,} € B. Betrachte eine lineare Kombination Z ¢;v;. Nun setze
j=1
L;:= LnB; und setze q; := Z cjvj (%)
vjeLi

falls L; # @ (und «; := 0 per Konvention, falls L; = @). Dann ist «o; € Wy,. Also
k

[
ist 0 = chvj = Zai nur moglich, wenn «; =0 fiir alle ¢ = 1,..., k. (Da sonst
j=1 i=1
die a; # 0 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten und gleichzeitig linear
abhéngig wiren. Widerspruch zu Lemma 2 der 11. Vorlesung!) Nun sind die

vj in (*) linear unabhéngig. Also ¢; = 0 fiir alle j wie behauptet. ]

Sei dimV =n,T € L(V,V) und dy, ..., d; die verschiedenen Eigenwerte von 7.
k
Es gilt: T" ist diagonalisierbar < Z dim Wy, = n.

J=1

“=" Sei B eine Basis von Eigenvektoren. Setze B; := BnWy,.

k
Also ist B =) B;.
i1

k
Setze {;:= |B; |. Alsoist n=|B|=)¢;.

J=1

Behauptung

gj = dim de .

Es ist klar, dass £; < dim Wy, . Ist £; < dim Wy,, dann existiert ein 5 € Wy,
mit B! := B; u {$} linear unabhéngig. Aber dann ist

B =Bu{8}=\JBuB;
J#i

linear unabhingig (Korollar 1) und |B’ | = n + 1. Widerspruch
(unmoglich).

Seite 38
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Beweis Forts.

Satz 1

Behauptung

Satz 2

k
“<=" Sei Zdim Wy, =n und B; eine Basis fiir Wy, fiir jedes j =1,... k.

j=1
k
Setze B =) B;. Dann ist B linear unabhingig (Korollar 1)
=1
ay k
und B =) |B; | =) dimWy, =n.
j=1 j=1
Also ist B eine Basis fiir V' und besteht aus Eigenvektoren von T'. Also
ist T' diagonalisierbar. O

Sei nun dimV =n, T € L(V,V) diagonalisierbar, dy,...,d; die verschiedenen
Eigenwerte und D eine Basis bestehend aus Eigenvektoren (und geordnet, so
dass die ersten Basisvektoren Eigenvektoren zu d; sind, dy usw.). Dann ist

dy
0
di
[T]p =
di,
0
dy,
wobei fiir alle i € {1,...,k} erscheint d; ¢;-mal mit
fi :=dim Wdi
k
und damit ist Char. Pol. (T) = [[(z - d;)" (%)
i=1

Umgekehrt, ist Char. Pol. (T) wie in (*) (mit d; # d; fiiri # j und ¢; = dim Wy,),
k

dann ist 7' diagonalisierbar, weil ) dim Wy, = n ist (siche Lemma 1).
i=1

Wir haben bewiesen:
Sei V endl. dim., T € L(V, V). Es gilt: T ist diagonalisierbar genau dann, wenn

k

Char. Pol. (T) = [[(z-d;)", wobei die Vielfachheit ¢; der Nullstelle d; dim W,
i=1

ist.

dim W, wird auch “geometrische Vielfachheit” der Nullstelle d genannt.
Im Allgemeinen gilt:

Sei dim(V') endlich, T € L(V, V). Sei d ein Eigenwert von 7" mit Vielfachheit
w. Es gilt: £ := dim(Wy) < p.
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Beweis Sei {ai,...,a,} eine Basis von Wj.
Ergénze zu einer Basis B = {aq, ..., s, ap1,. ..} von V.
Es ist
d 0
B

Beispiel 3

0 C
Wir berechnen Char. Pol. (A).
x—d 0
-B
det(zI - A) =det| 0 z—d = (z-d)" det(z] - O)
0 xl-C
Also ist £ < p. m]

T in den Beispielen 1 und 2 der 11. Vorlesung sind beide nicht diagonalisierbar.

5 -6 -6
A= -1 4 2 |eMatss(R)
3 -6 —4

Char. Pol. (A) = (z-1)(z —2)? (wie in Beispiel 2 !).
di=1

4 -6 -6
A-T=| -1 3 2
3 -6 -5

Rang (A -1) # 3, weil A - I singulér ist. Es ist klar, dass Rang (A-1) > 2.
Also Rang (A-1)=2.

3 -6 -6
A-2I=| -1 2 2
3 -6 -6

Rang (A-21)=1.

Also ist dim Wy, = 1 und dim W, = 2 und dim Wy, + dim Wy, = 3. Also ist T
diagonalisierbar: Es existiert eine Basis D von R3, so dass

mo-(021)

OO =
O N O
N OO



Vorlesung "Lineare Algebra 2" - Sommersemester 2016 Seite 41

1

13. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Lothar Sebastian Krapp, Gabriel Lehéricy
SS 2016: 31. Mai 2016

§ 10 Annihilator Ideal
Sei V' ein K-Vektorraum und 7 € L(V, V') mit p e K[xz].

Proposition 1 Sei dimV =n. Es gelten:
(1) A(T):={pe K[z] | p(T) =0} ist ein Ideal.

(2) A(T) #{0}.

Beweis (1) (p+g)(T)=p(T)+q(T)
(pq)(T) =p(T)q(T)

(2) Betrachte die Elemente I,T,T2,...,7" ¢ L(V,V).
Da dim £(V,V) = n?, sind diese Elemente notwendig linear abhéngig.

Also existiert cg, ..., c,2 € K mit ¢ol + 4T + -+ + ¢,2T™" = 0 und ¢; nicht
alle gleich Null. O
Definition 1~ Der (eindeutig bestimmte) normierte Erzeuger von A(T) ist das minimale

Polynom von T (Min. Pol. (T)).
Bemerkung 1 (j) deg (Min. Pol. (T')) < n?.
Wir werden aber eine bessere obere Schranke bekommen.

(1) p == Min. Pol. (T") ist das normierte Polynom vom kleinsten Grad in
A(T). Ist also charakterisiert durch:

(a) pe K[z]
(b) p(T) =0
(c) deg g <deg p=q(T)#0

Definition 2~ A€ Mat,.,(K).
Min. Pol. (A) ist der normierte Erzeuger von A(A) (analog definiert).

Bemerkung 2 (1) Sei B eine Basis fiir V. Fiir f ¢ K[z] gilt
[F(1)]s = f([T]5) (Ubungsblatt).
Also f(T)=0< f(A)=0 fir A=[T]z.

(2) Also haben #hnliche Matrizen das gleiche minimale Polynom.
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Satz 1

Beweis

Proposition 2

Beweis

Sei dim V' endlich, T € L(V, V) (oder A € Mat,.,(K)). Es gilt: Char. Pol. (T)
und Min. Pol. (T") haben dieselben Nullstellen (bis auf Vielfachheit).

Seien p := Min. Pol. (T') und c € K. Zu zeigen: p(c) = 0 < ¢ ist Eigenwert von
T.

“=7 p(c)=0=p=(x-c)q; deg g < deg p. So q(T) # 0.
Wihle f eV mit a:=q(T)(5) #£0.
Es gilt 0 = p(T)(B) = (T - c)g(T)(B) = (T - cl)(a). Also ist a £ 0

Eigenvektor zum Eigenwert c.

“«" Umgekehrt sei T'(a) =ca;a#0,aeV,ce K.
Nun gilt p(7)(«) = p(c)a (Ubungsblatt).
Da aber p(T') =0 und « # 0, folgt daraus p(c) = 0. o

Sei T' diagonalisierbar. Dann zerfillt Min. Pol. (77) in verschiedene lineare Fak-
toren. (Wir werden spéter primére Zerlegung anwenden, um die Umkehrung
dieser Aussage auch zu beweisen.)

Sei T' diagonalisierbar, c¢q,...,c; € K die verschiedenen Eigenwerte, p := Min.
Pol. (7).

Behauptung

p = (x—-c)(x-cg). Dies gilt, weil (T - c11)--(T - cxI)() = 0 fiir jeden
Eigenvektor o (weil o Eigenvektor zum Eigenwert ¢; ist, fiir ein geeignetes 7).
Da es eine Basis von Eigenvektoren gibt, ist p(T") = 0. O

Nun berechnen wir das minimale Polynom fiir die Beispiele (1), (2) und (3)
aus der 11. Vorlesung.

Wir bezeichnen p als minimales Polynom.

(3) p=(x-1)(x-2), weil T diagonalisierbar ist (Proposition 2 anwenden).
(2) T ist nicht diagonalisierbar. Also kénnen wir Proposition 2 nicht anwen-
den, aber Satz 1 kénnen wir anwenden.

Da Char. Pol. (T') = (z - 1)(xz —2)? ist, hat p die Nullstellen 1 und 2. Wir

probieren Polynome der Form
(z-1)*(z-2) " mit k>1und £>1

(“priifen”, ob sie T" annihilieren).

(x-1)(x-2):

2 1 -1\[/1 1 -1 2 0 -1
(A-DA-2D=21 -1 |l 20 -1 |=]2 0 -1 |40
2 2 -1 )\ 22 =2 40 -2

Also ist deg (p) > 3. Nun probieren wir
(z-1)*(x-2) oder (z-1)(x-2)*
(A-T)(A-21)2=0. Also ist hier Char. Pol. (7') = Min. Pol. (7). O

Der Satz von Cayley Hamilton wird uns helfen, weniger “priifen” zu miissen.
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Aussage Wiederholung aus der 13. Vorlesung :

Beweis

Satz von Cayley Hamilton

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und 7" € L(V,V), f := Char.
Pol. (T).

Es gilt f(T) =0, das heifit das minimale Polynom von T teilt f.

Seien K die Algebra der Polynome in 7" und B = {a1,...,a,} eine Basis fiir V.
A:=[T]p, das heift T'(c;) = Y Aje; fiir alle 1 <i <n.

j=1
Wir schreiben diese Gleichungen um, als

(1) i(éijT - AjiI)(ej) =0 fiur alle 1 <i<n.
]S_(;i B die n x n-Matrix mit dem Koeffizienten in der Algebra K definiert
durch
Byj = 05T - Al
Beobachtung: det B = f(T'), weil f(x) = det(zl — A)* und die Eintrage
der Matrix (2] - A)j; = 05z — Aji. Also (21 = A)j;(T) = 05T - Ajil = By

und somit gilt

f(T) = [det(xI = A)'|(T) = det[(xI - A)(T)] = det B.

Wir wollen zeigen f(7T") = 0. Also zeigen wir (det B)(ay) = 0 fiir alle
k=1,...,n. Nun gelten per Definition fiir B;; und «;:

(2) > Bij(a;) =0 fiir 1 <i<n. Setze B :=adjB.

J=1

Aus (2) folgt fiir alle k und i: By;(}. Bija;) =0= . By Bya;.
j=1 j=1
Wir summieren iiber 7 und bekommen:

0= En: zn:BMBijaj = zn: (zn: BkiBij) (o).

i=1j=1 =1 \i=1

kj-te Koeff. von BB
Nun ist BB = (det B)I, also Y. By;Bij = 0y; det B.
=1

Also 0= 36, (det B)(ay) = (det B)(a). 5

=1

Seite 43

1



Vorlesung "Lineare Algebra 2" - Sommersemester 2016

14. Script: Lineare Algebra II - SS 2016

Wichtige
Bemerkung

Beweis

Sei Fy € F eine Korpererweiterung (e.g. Q c R,R c C).
A€ Matyxn(Fy) € Mat, e, (F1).
Wir bezeichnen mit

Char. Pol.g (A) und Min. Pol.g,(A)

beziehungsweise

Char. Pol.p, (A) und Min. Pol.p, (A)

die charakteristischen bzw. minimalen Polynome von A jeweils als Element aus
Mat . (Fo) und Mat, ., (F1).

Wir wollen zeigen, dass

(1) Char. Pol.p (A) = Char. Pol.s, (A) und

(2) Min. Pol.j; (A) = Min. Pol., (A).

(1) Ist einfach, weil det(B) nur von Koeffizienten der Matrix B abhéngen.

(2)

(i)

Wir untersuchen zunéchst die folgende Frage: Wie entscheiden wir,
fiir den gegebenen Korper K und der natiirlichen Zahl k € N, ob es
ein Polynom p € K[x] gibt mit deg (p) = k und p(A) =07

Wir 16sen ein Matrixgleichungssystem

Ak+$k_1Ak_1+"'+I0]=O (*)
(*) ist also ein lineares Gleichungssystem mit n? Gleichungen in

der Variablen zg,...,z_1. Jede Losung ag,...,ar_1 € K gibt uns
k-1

ein Polynom p(z) := 2 + )" a;27 mit p(z) € A(A). Wenn wir (x)
=0

(fiir die kleinste natiirliche Zahl k, fiir die es eine Losung gibt) gelost

haben, dann ist die Losung ay,...,ar_1 eindeutig, weil sie uns die

eindeutig definierten Koeffizienten 1,a_1,...,ao von Min. Pol. (A)

liefert.

Wir folgern:
Sei k minimal, so dass (*) eine Losung in K hat, dann liefert diese
Losung das Min. Pol.;(A).

Nun untersuchen wir Losungen fiir LGS:

Sei B € Mat«n(Fy), Fo € Fy Korpererweiterung, Y e Fy*!. Be-

trachte i (S)
BX =Y

Hat (S) eine Losung in F7**!, dann hat (S) auch eine Losung in F>!
(und umgekehrt natiirlich!).

Dies gilt, weil die 1.Z.S.F. (B |Y) (bzgl. F;) uns alles liefert bzgl.
Existenz von Losungen. Nun ist aber die r.Z.S.F. eindeutig! Also ist
sie gleich beziiglich Fj.
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Beweis, Forts.

Definition 1

Satz 2

Beweis

Aus (i) und (ii) sehen wir, dass (*) eine Losung (ag, .. .,a,_1) € FF genau dann
hat, wenn es eine Losung in F¥ hat. Die Eindeutigkeit des Min. Pol.p, liefert
auBerdem, dass die Losung in F¥ auch (aq,...,a 1) sein muss! O

§ 11 Trigonalisierbarkeit, invariante Unterraume

T e L(V,V) ist trigonalisierbar, falls es eine Basis B fir V' gibt, so dass [T]s
eine obere Dreiecksmatriz (i.e. a;j-o fur ¢ > j) ist.

V endlich dim., T e L(V, V). Es gilt: T ist trigonalisierbar <> Char. Pol. (T")
zerfallt in Linearfaktoren tiber K (i.e. Char. Pol. (T') = (z — ¢;)™---(x — ¢x)"™
mit C; € K)

“=” Klar, weil [T]z = A eine obere Dreiecksmatrix ist, also det(xzl — A) ist

n
das Produkt [ [(z - as).

i=1

<” Wir werden per Induktion eine Basis B = {«1,...,a,} aufbauen, in der

[T']5 eine obere Dreiecksmatrix ist. Da T wenigstens einen Eigenwert hat,
hat 7" auch einen Eigenvektor zum Eigenwert ¢; € K. Sei a # 0 solch ein
Eigenvektor und ergénze zu einer Basis {«a, f, ..., [, } fir V (geordnet,
so dass « der erste Vektor davon ist).
Betrachte diesbeziiglich die Matrixdarstellung von 7"

c1 aig  r Qip
0 a9 Ao, F € Ma/t(n—l)x(n—l) (K)
0 Ap2 0 Gpp

Sei G € L(W, W), wobei W := span{fa, ..., B, } definiert durch Gw := T'w.
Wir sehen also Char. Pol. (T) = (z—¢;) Char. Pol. (G). Da Char. Pol. (T")
ein Produkt von linearen Faktoren ist, so ist es auch Char. Pol. (G). Die
I A liefert eine Basis {aw,...,a,} , in der G eine obere Dreiecksmatrix-
Darstellung hat:

Setze ay = o und setze B := {aq, g, ..., .} ]
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§ 12 Invariante Unterrdume

Definition W ¢ V ist ein Unterraum und 7 € £(V, V). Dann ist W T-invariant, falls
T(W)cWw.

Beispiele (0)

(1)

(2)

{0} und V sind T-invariant fiir alle 7.

Sei D die Ableitung Operator auf V = K[x] und W der Unterraum der
Polynome von deg <n. Dann ist W D-invariant.
Sei U e L(V,V) mit TU =UT, setze

(a) W :=Im (U)

(b) N :=ker(U)

Dann sind W und N T-invariant.
Beweis

(a) Sei a el (U), a = U(B): T(a) = T(U(B)) = U(T(B)) € Im (U)
(b) ae N;U(T(a))=T(U())=T(0)=0=>T(ax) e N

(Ubungsaufgabe:)
W ¢V ist T-invariant = W ¢(T)-invariant fiir alle g € K[z]

Fiir g € K[x] gilt g(T)T =Tg(T), U := g(T), insbesondere fiir U := cI-T.
Also ist ker(T - ¢I') T-invariant. Der Eigenraum zum Eigenwert c ist T-
invariant.

0 -1
AZ( 1 0 )EMCLtQXg(R)
Wir behaupten, dass nur {0} und V = R? T-invariant sind (fiir 7' = T4).
Sei W # V,W # {0} T-invariant. Es gelte aber dann daraus, dass dim W =
1. Sei o # 0, € W; {a} ist eine Basis und damit ein Eigenvektor. A hat
aber keine reellen Eigenwerte.

Der Operator T |y:=Ty
Sei W T-invariant. Dann ist Ty € L(W, W).
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Matrix-Darstellung von Ty,
Sei V endl. dim. und W ¢V ein T-invarianter Unterraum mit dim. W =r.
Sei B'" = {aq,...,a,} eine Basis fiir W. Ergénze B’ zu einer Basis B =

Lemma 1

Beweis

{a, ..., i1, . ) flir V.
Betrachte A := [T']g. Wir haben die Gleichungen

n
TO(J' = Z AijOéi
i=1

W ist T-invariant = T'a; € W fiir j <r. Also T(oy) = Y. Ajja fiir j <7, das
i=1
heifit A;; = 0 fiir j <r und i > r. Also sieht A aus:

(0 5)

wobei Brxr,Crx(n-r)und D (n-r)x (n-r) sind. Es ist dariiber hinaus
klar, dass B = [Tw ]

Sei V ein K-Vektorraum mit dimV < oo, T € L(V,V) und W ¢ V T-invariant.
Also Ty € L(W,W). Es gelten:

(i) Char. Pol. (Ty) teilt Char. Pol. (T).

(i7) Min. Pol. (Ty ) teilt Min. Pol. (T).

(i) Ist klar, weil

0 D
und somit ist det(xl — A) = det(xI — B) det(xI — D), wobei B = [Ty 5.

A= [T]B _ l [TW]B’ C ]

(i1) Beachte, dass

Bt C
k_ k
5 5

wobei gilt: Cy ist 7 x (n —r). Also jedes Polynom das A annihiliert,
annihiliert auch damit B. Also Min. Pol. (B) teilt Min. Pol. (A). O

Wir werden in der néchsten Vorlesung die Matrix D genauer untersuchen.
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Erinnerung (Quotientenraum) und direkte Summen aus Lineare Algebra I:

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Sei W ¢V ein Unterraum. V/W = {a+W |« € V} mit c(a+W) = ca+ W
fir ce K und (ca+ W)+ (8+W) =(ca+ )+ W fir a,fe V.
Bezeichnung: o+ W :=a.

Kanonischer Homomorphismus
V> VW
m(a) = a+ W ist surjektiv mit ker 7w = W.

Isomorphiesatz
Sei ¢ : V - U ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen. Es gilt:
V/keryp ~Im .

Seien Wy, W5 ¢ V' Unterrdume. Man schreibt V' = W @ W, (direkte Sum-
me), falls V. = Wy + Wy und Wy n Wy = {0}. Das heifit fiir alle a € V
existiert genau ein (wy, ws) € Wi x W, so dass o = wy + ws.

Projektion Homomorphismus

Wi @ Wy - Wy m(wy +wsy) := wy ist surjektiv mit ker 7w = Wy, Also gilt

W, e W,

~ W,.
W, 2

Die Abbildung _
T:VIW ->VIW

(fiir W € V' T-invariant, wobei T' € L(V, V")) wird so definiert:
T(a)=T(a+W):=T(a)+W =T(a).

Sie ist wohldefiniert, i.e. a1 + W = ag + W = T(ay) + W = T(a) + W,
weil oy —ap e W= T(a1-az) e W =T(ay)-T(a) e W =T(ay)+W =
T(az)+W. Sie ist auch linear (Ubungsaufgabe). Also T" e L(V /W, V |W).

Satz 1 Sei V endl. dim., W c VT e L(V,V) und W T-invariant. Sei B’ eine Basis fiir
W, ergénze zu einer Basis B =B’ uB"” von V. Es gilt:

A‘Z[T]B=(lg 5)7

wobei B = [Ty g und D = [Tlgr. (B" := {a;a € B"})
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Lemma

Beweis
vom Satz

Wir brauchen ein Lemma:
Sei V' endl. dim.
(1) Sei W < V ein Unterraum; B’ ¢ W eine Basis fiir W, B’ u B” eine
erginzende Basis fiir V. Dann ist B” eine Basis fiir V/W.

(2) Umgekehrt sei {Vy41,... @} eine Basis fiir V/W, dann ist
B'u{a1,...a,} eine Basis fir V. (Ubungsaufgabe, Ubungsblatt) O

Setze r:=dimW; B ist rxr. Also ist B={aq,...,Q, Qpi1, ..., 00}

Die Aussage iiber B ist bereits in der 15. Vorlesung bewiesen worden.

Wir analysieren die (n —r) x (n—r)-Matrix D. Die Matrix A = [T']g ist durch
die folgenden Gleichungen definiert:

T(ey) = Aja; fir 1<i<n ()
j=1
B (T()]g | | [T(an)]s
A= 177
B={a,...,00,01,...,0,}
| B |=r | B |=(n-7)
zgﬁ = {(¥T+17' "7Zf;}
—
| B |=n-r
Arri1 Aq,
B : :
A= S 14T(T+1) fqrn
Aganyeeny | | Agan
/4n(r+1) fqnn

oder fiir 1<i<n

T(Oéz) = Z;Ajiaj + Z AjiOéj
j=

J=r+l1
— (**)
.. eWw
und damit ist:
T(a;)= Y Ajo;=T(a) firr+1<i<n O

g=r+l
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Korollar 1

Korollar 2

Bemerkung

Beweis

Korollar 3

Beweis

Char. Pol. T' = (' Char. Pol. Ty/)( Char. Pol. T). (Fiir Min. Pol. T siehe
Ubungsblatt 9, Aufgabe 9.3.)

T ist trigonalisierbar genau dann, wenn Char. Pol. (T") im Produkt von linearen
Faktoren iiber K zerfillt.

Wir haben schon diese Tatsache bewiesen. Hier geben wir kurz einen zweiten
Beweis (mit 7y und 7).

“=" wie im 1. Beweis

“«<” Per Induktion (nach dim V)
(wir wollen eine Basis B fiir V, so dass die Matrixdarstellung von 7" ein
Dreieck ist.)
Anfang: n =1 ist trivial. I. Annahme: gilt fiir n - 1.
Sei ¢; ein Eigenwert von 7' und a4 # 0 ein Eigenvektor dazu.
Setze W := {cay;c € K}. Es ist klar, dass W T-invariant ist.
Betrachte V/W und T € L(V /W, V /W). Nun ist dim V /W = (n - 1).
Wir haben
Char. Pol. T = (Char. Pol. Ty, )(Char. Pol. T') €]
Tw € LW, W) und Tw () = o fiir alle o € W (weil T'(a) = T'(cay) =
cT(aq) = ccron = creaq mit « = cayq).
Also ist Ay = [Tw ]{a,y = [c1] und det(z] - Aw) = det(z.1-¢1) = (z-c1).
Also bekommen wir mit () Char. Pol. T' = (2 - ¢;) Char. Pol. T. Wir
sehen also, dass auch Char. Pol. T im Produkt von linearen Faktoren

iiber K zerfdllt. Die I. Annahme liefert nun eine Basis Ba, ..., B, von
V /W, wofiir die Matrixdarstellung von 7" eine obere Dreiecksmatrix ist.
Setze B ={a1, B2, ..., 0u} m]

Nun betrachten wir diese Aussage fiir Min. Pol. (7).
Sei V endl. dim., T e L(V, V). T ist trigonalisierbar genau dann, wenn Min.
Pol. (T") im Produkt von linearen Faktoren iiber K zerfillt.

Wir zeigen: Char. Pol. (7') zerfillt im Produkt von linearen Faktoren tiber K
genau dann, wenn Min. Pol. (7") im Produkt von linearen Faktoren iiber K
zerfallt.

“=” Min. Pol. (T") teilt Char. Pol. (T"). Da lineare Faktoren irreduzibel sind,
folgt aus der Eindeutigkeit der Primfaktorisierung in K[z], dass auch
Min. Pol (T") ein Produkt von linearen Faktoren ist.

k
“«<" Sei Min. Pol. (T') = [](z - ;)"

1=1
Min. Pol. (T') teilt Char. Pol. (T') und beide Polynome haben dieselben
Nullstellen in K (und in jeder Korpererweiterung).
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Beweis «—” Fortsetzung:

Also Char. Pol. (T") = Min. Pol. (T') ¢(x) mit q(z) € K[z]; nun ist ¢(z)
reduzibel in einer alg. abg. Korpererweiterung C' 2 K und zerfillt im
Produkt

¢
q(z) = [[(z - d;) iiber C.

J=1

Wir behaupten, dass d; bereits in K liegt und d; = ¢; fur geeignetes 1.
Dies gilt, weil d; sonst eine Nullstelle von Min. Pol. (7)) mit d; e C\K
wére (i.e. dj € C aber d; ¢ K).

Dies ist aber unmoglich, da Min. Pol. (T") bereits alle seine Nullstellen
in K hat. m]



Vorlesung "Lineare Algebra 2" - Sommersemester 2016 Seite 52

1
17. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Lothar Sebastian Krapp, Gabriel Lehéricy
SS 2016: 14. Juni 2016
§ 13 Direkte Summen
Lemma Sei V ein K-Vektorraum, Wi,..., W, Unterrdume. Folgende Aussagen sind

dquivalent:

k
(i) Wh,..., W} sind unabhéngig, das heifit Z a; =0 (mit o e W fiir 1 <i < k)
i1
= «; = 0 fiir alle 4.

(ZZ) I/I/J ﬂ(Wl +"'+Wj_1) = {0} fiir 2S] <k

k
(74¢) Ist B; eine Basis fiir W, so ist B = J B; eine Basis fiir W := Wy +---+ W,

i=1

(Ubungsaufgabe, Ubungsblatt)

Notation Wir schreiben V = Wy +--- + W, wenn V nur die Summe der W;’s ist und wir
schreiben V = W; & --- & Wy, falls V = Wj +--- + W), und eine der dquivalenten
Bedingungen (i), (ii) und (iii) gilt. In dem Fall heiit V' die direkte Summe der
W,’s.

Satz (Primzerlegung von V bzgl. T)
Sei V ein K-Vektorraum, dim V' < oo, T'e L(V, V) Min. Pol. (T') =p =p}' ... p}*
die Primfaktorisierung in K[z] von p (wobei p; verschiedene normierte irredu-
zible Polynome in K[z] und r; € N sind). Setze W, := ker p;(T)" fir 1 <i < k.
Es gilt: W; ist T-invariant fiir alle 7 (sieche 15. Vorlesung) und

(i) V=W e&-aW,
(4) Min. Pol. (T tw,) =p;* fiir 1 <i<k.

Wir beweisen den Fall k£ =2
(Der allgemeinere Fall folgt per Induktion nach k.)

Proposition Sei dimV < o0, T € L(V,V), Min. Pol. (T') = m = mymy mit ggT(my,ms) = 1.
Setze V; := kerm;(T) fiir i = 1,2. Es gilt V =V} @ V5 und Min. Pol. (T ty;) = m;

fitr i = 1, 2.
Beweis Da mq, mgy relativprim sind, existiert ¢, ge € K[z] mit 1 = myq; + mage. Also
I'=my(T)qi (T) +ma(T)qx(T) (*)

Behauptung Vj =1Im my(7T) und V5 = Im my(7T')
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Beweis

Behauptung

Beweis

Behauptung

Beweis

Sonderfall

Satz

0=m(T) =mi(T)ms(T), weil m = Min. Pol. (T"). Also Im my(T') € kermy(T).

Umgekehrt sei v € kermy (7). Mit (%) gilt
v =g (T)my (T)(v) +ma(T)ga(T) (v) D

=0 elm ma(T)

V=Viel

1. Summe: v e V. Mit () gilt:
v = (D) (T ma(T)aa (TYo

elm nzl(T) elm mo(T)
2. Direkt: Sei v e Vi nV,. Mit (*) gilt:
v =g (T)my(T)(v) + g2 (T)ma(T) (v)

=0 weil veVj =0 weil veVa

O

Sei nun m; = Min. Pol. (T ty,) fiir ¢ = 1,2. Da V; = kerm;(T'), ist es klar, dass
mi(T ;) =0 fiir i = 1,2,

Also my | my ()
und ma | ma.

1My annihiliert 7.

Berechne fiir vy € V5 und v € V3

1 (T)a(T) (v2 + v1) = My (T)[M2(T) (v2) + Mo (1) (v1)]
=my(T)[0+ma(T)(v1)] =0, da Ma(T)(v1) € Vy (weil Vi mo(T)-invariant ist,
siehe 15. Vorlesung). O
Da mym, annihiliert T folgt

mimse =M | mlmg (* * *)
Da mq, mo normiert sind, folgt nun aus (*x*) und (* * %), dass m; = m; fir
1=1,2. O

p; ist linear und p = (x —¢;)-(z —¢x) mit ¢; # ¢; fiir 1 <i# j<k.
Hier ist W; = ker(T" - ¢;1) = Eigenraum zum Eigenwert ¢;.

Der Primzerlegungssatz besagt: V = W) @ --- @ Wj. Also hat V eine Basis
aus Bigenvektoren und damit ist 7' diagonalisierbar. Wir haben damit die
Umkehrung (von Proposition 2 aus der 13. Vorlesung) gezeigt.

Wir haben also bewiesen:

(Diag. Kriterium fiir Min. Pol.)

T ist diagonalisierbar <> Min. Pol. (T") erfillt in verschiedene lineare Faktoren
iiber K[z].
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§ 14 Jordanketten

Definition Sei T:V -V linear, ¢ Eigenwert, vy # 0, va, ..., v, € V.
(v1,...,v.) heiBt Jordankette, wenn (T - cl)(v1) = 0 (v; Eigenvektor zum c)
und (T =cl)(v;) =v;_q fliri=2,...7.

Lemma Sei (vy,...,v,) eine Jordankette. Es gelten fir W = span{vy,...,v,.}:
(i) B'={vy,...,v,} ist eine Basis fir W

(1) W ist T-invariant und

(i) [Twls =] . . 1 < Jordanzelle
0 v e ¢

(Ubungsaufgabe, Ubungsblatt)
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Bemerkung

Satz

Beweis

SS 2016: 16. Juni 2016

(1) V ist ein K-Vektorraum, T' € L(V,V),c € K ein Eigenwert, £ € N v; e V.
(v1,...,v,) ist eine Jordankette der Linge ¢ zum Eigenwert c, falls

(T - cl)y;

Vi-1 i:2,...,£

(T-cl)vy = 0 und vy #0
(2) (v1,...,v) ist eine Jordankette = {vy,...,v,} (:= B’) linear unabhéngig.
W = span{vy, ..., v} ist T-invariant und
c 1 - 0
(Tt s = P < Jy(c) == Jordanzelle der Dimension
LGN S| ¢ zum Eigenwert ¢
0 - -

(Ubungsblatt Nr. 10)

(3) Seien W c V, W’ cV Unterrdume; W' ist Komplement von W in V|
falls V=W e W’

(i) Komplemente existieren und sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

(i) Sei W €V ein Unterraum und vf,...,v} € V linear unabhingig, so dass
span{vi,...,v}} n W = {0} sind. Dann kann man {v{,...,vl} zu einer
Basis von einem Komplement von W in V' ergénzen.

Jordan Normal Form

Sei V' ein K-Vektorraum, dimV' < oo, T" € L(V, V). Sei Min. Pol. (T") = (z —¢)"
mit ¢ € K. Dann hat V' eine Basis aus Jordanketten zum Eigenwert c. Die
langsten Ketten haben die Linge r, die Anzahl der Ketten in jeder Lange ist
eindeutig bestimmt.

Behauptung

Seien v, ... v® € ker(T —cI)J linear unabhingig und

span{vt,... v} nker(T - ¢l)i=' = {0}, dann sind

wl = (T -cl)vt,...;ws = (T - cl)v® € ker(T — ¢I)77! linear unabhéngig und
span{w!, ... w*} nker(T —cl)’=2 = {0}.

Beweis der Behauptung
0=(T-cl)ivi=(T-cl) (T -cl)v'. Also w® e ker(T —cl)i~1.

————

w?

Sei nun )" c;w' =0 mit ¢; # o fiir ein 4, so Y ¢;(T - cI)v’ = 0.

i=1 =1
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Beweis

Fortsetzung:

So (T'-cl) ) cv' =0. Also Y ¢;v* e ker(T = cI)7™, weil (T - cl)I-1(X cvf) =

(T = eI)i2 (T = eI) (S e = 0.
0

Also ist Y ¢v' € span{v',...,v*} nker(T - cI )’
i-1

Also ist Zc,-vi = 0 mit ¢; # 0 fiir ein 4. Widerspruch, da {vq,...,vs} linear

=1
unabhéngig sind.

Betrachte nun Y, c;w?, so dass (T —cI)i=2(¥ cw?) = 0.
Dann ist (T - cl) (X o) =0, 50 Y evi =0 so (T —cl)(X cvt) =0,
Also Y c;(T -cl)v' =0 =Y cuw'. o

Wir bauen nun eine Basis aus Jordanketten folgendermafien:
(Beachte, dass ker(T' —cl)c...Cker(T -cl)"=V.)
Setze n, = dimker(7T - cI)" —dimker(T —cl)"*und V =V, @ker(T —cl)" .

Sei {v},...,v;"} eine Basis fur V.

Betrachte nun ker(T' —cl)™'=V,.y @ker(T —cl)"2.

Setze vl | == (T —=cl)v},...,v' = (T = cl)v eker(T - cI)™! und ergénze zu
einer Basis von einem Komplement von ker(7 - ¢l)"2 in ker(T —cI)™1:
{ol |, ot ot

Also n,—y =dimker(7 - cI)"~! —dimker(7 - ¢I) 2 — n,.

Wir verfahren so weiter. Im letzten Schritt bekommen wir

vi=(T-cl)vd, ..., 077" = (T = cl vy welches wir zu einer Basis von
ker(T - cI) ergénzen:

1 Np+-tng | Nptetno+l Np+-+n2+n1
Uiy U1 U ooy U .

Dies ist die Gestalt der Gesamtbasis fiir V', die wir erhalten:

1 n
Upyoony Up"

1 Ny nr+1 N +Np-1
Up_gyeor Uplyy U1 0,0,

1 n npr+1 ' Ny +Np—1 Np+-+ng+1 ‘ N+ +N2+n7
Viy---501 7, v, 0 T (U ooy U

Ny Nr_1 n

Jordanketten Jordanketten Jordanketten
der Lange r der Lange r—-1 ..., der Lange 1 O

Bemerkung Die Matrixdarstellung in der Basis der Jordanketten ist

J(c)

J.(c)

A, = wobei J;(c) n;-mal erscheint.
0 Jl(C)

Ti(e) ]
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Korollar

Beweis

Bemerkung

Korollar

Sei V' ein K-Vektorraum, dimV < oo, T € L(V, V). Falls Min. Pol. (T') (oder
Char. Pol. (7)) zerfallt iiber K, dann hat V eine Basis von Jordanketten zu
den verschiedenen Eigenwerten. Die Anzahl der Jordanketten in jeder Lange
ist eindeutig bestimmt.

Min. Pol. (T) = (z —c1)"(x = cx)"*

V=W, &-&W; mit W; T-invariant und Min. Pol. T ty,= (z — ¢;)" (Prim-
zerlegungssatz).

Jordan Normal Form liefert Basen B, von Jordanketten fiir 7" ty, und jeden
C;.

k
Setze B = JB,, (die geordnete Basis). o
i=1
k
Sei V =W @---@W,, W, T-invariant. B; = Basis fiir W, B = U B., (die geordnete
i=1
Basis). Es gilt
Ay

[T]s =
Ay

wobei A; = [T tw. ]z,

k3 K3

(Ubungsaufgabe, Ubungsblatt Nr. 10)

Sei K alg. abg., V ein K-Vektorraum und 7" e L(V, V).

Es gibt eine Basis B von V', so dass

A,

[T]s =

A

wobei ¢y, ... ¢ die Eigenwerte von 7' sind und A., wie vorher beschrieben.

Ck
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Erinnerung

Bemerkung
Notation

Bemerkung

Terminologie

Beispiel

SS 2016: 21. Juni 2016

Sei K =R, oder C, V ein K-Vektorraum mit (z | y) € K.

Definition
Ein inneres Produkt auf V ist eine Abbildung
VxV—K
(z,y) — (z ] y),
so dass

(1) (@|y)=(y|=)
(2) (cr,z1+cm2 | y) =z | y) +ca(z2 | y)
3) (z|z)20und (z |2)=0<2x2=0

(z|x)=(z|x),alsoist (x| x) eR.

(z | x) = |z|? und |z| :=+/(z | ) (Norm von z)

Es gilt

(1) [ex] = lel

(i) (2') (z |y +coyz) = (i + ey | ) =cr(yn | @) +caye | ) =

aly [ 2) +e(y: [ o) =a(z | y) + (x| )

Wenn K = R, heiit V' FEuklischer Raum und das innere Produkt (|) heifit
symmetrisch bilineare positiv definite Form.

Wenn K = C, heifit V' hermitescher Raum, unitdirer Raum und das innere
Produkt (|) ist hermitesch symmetrisch (1), konjugiert bilinear (2) und (27)
positive definite Form (3).

auf V' = K™. Das Standard-Innere-Produkt x = (e1,...,€,),y= (M1, -, 1)
(v |y)= Z&‘m
i=1
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Definition (i) z,y sind orthogonal, falls (x | y) =0 (Aquivalent (y | z) = 0).

(it) Wy, Wo €V sind orthogonal, falls (2 | y) = 0 fiir alle z € W; und fiir alle
ye Wy

(ii1) S cV ist orthonormal, falls (z | y) =0, wenn x # y und (z | y) = 1, wenn
r=y. Also S ={xy,...,2,} ist orthonormal, falls (z; | z;) = d;;

(iv) S ist wollstindig orthonormal, falls S orthonormal und maximal
(beziiglich Inklusion) fiir die Eigenschaft “orthonormal” ist.

Bemerkung (i) S ist orthonormal = S ist linear unabhéngig.

Beweis
Yer;=0=0= (Zcixi | $j) = Zcz‘(l’z‘ | xj) =G

(ii) dimV =n = |S|<n fir S orthonormal.

Definition  orthogonal dim(V') = maz{|S| | S orthonormal}
Bemerkung orthogonal dim(V') < dim(V)

Notation St:={x eV | (z|s)=0 fir alle s€ S}

Bemerkung  (;) St ist ein Unterraum.

Beweis
0=(0]y)={0}cS".
Fiir x1,20€ St;ce K:(xy+cxg | s)= (a1 | s)+c(xe]|s)=0+0=0

(ii) Sc(St)t:=8"
(ii7) span(S) c St

Definition W cV ist ein Unterraum. Wt ist das orthogonale Komplement.

Satz 1 (Bessel’s Ungleichung)
Sei S ={z1,...,x,} orthonormal, z € V. Setze ¢; := (z | z;). Es gelten

(1) X laif* <[

(i) o' =2 - ¢z, ist orthogonal zu x; fiir alle (j=1,...,n)
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Beweis

Satz 2

Beweis

0<(2' | 2")=(x =Yz | v - Y cay) =
(z | 37)—201'(% | $)—Zc_z‘($ EDEDNHHCAENE

z]? - Zczcz ZczcﬁZczcz )% = 3 Jedl.
7

Damit ist (i) bewiesen.

(z' | ;) = (x| z;) - ZQ(% | ;) = ¢; —¢; = 0. Damit ist (ii) bewiesen.

(Charakterisierung von Vollstédndigkeit)
Sei S ={x1,...,2z,} orthonormal. Folgende sind dquivalent:

(i) S ist vollstandig.

(it) Aus (x| x;) =0 firallei=1,...,n folgt 2 =0.
(ii7) spanS =1V.
(iv) z =) (x| ;) firallez e V.

(v) (@ ]y) =2 ([ @) (i | y) fiiw alle w,y e V.
(vi) |lz[?=> | (x| x;) P fir alle z € V.
(¢) = (i)
x #0. Setze x,,q = ﬁ Dann ist {x1,...,%,, Tne1} orthonormal.
[t [ 20) =0 und (21 | 201) = (e | 2) = 1.

(i1) = (iii)

Sei x € V,x ¢ spansS, dann ist z' =z - Y (z | z;)x; # 0 und (Satz 1) ist zu jedem

x; orthogonal. Widerspruch.

(iii) = (iv)

sei x e Viw =Y ¢y, also (x| x5) =Y ¢i(x; | z5) = ¢j.

(i) = (v)

(2<x|xz>xz|zy|x] ) P 2 )] ) = e |2 L)

(v) = (vi)
(z]2) =3 (x| z)(zi | 2) = Y(x | @) (x [ 25) = 3 (| 2:) [

(vi) = (1)

sei x ¢ S. Wenn S u{z} orthonormal ist, dann ist
n

|z ]|* = Z| (z | x;) P=0= (x| x)# 1. Widerspruch.
i=1
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Satz 3 (Schwarz)
| (& [y) [< ] Tyl

Beweis y =0 ist klar.
Sei y #0;y; := H_zH ist orthonormal und Bessel impliziert

| (@) P <]

2
Also pz|(z | 9l <z = [ (= [ ) P < =] Jy]*. D
Definition d(x,y) =z -yl

Proposition 1 (i) 0(z,y) =6(y, z)
(i) 6(x,y) 20;0(z,y) =0 =z =y
(i1i) 6(x,y) <o0(xz,2) +0(z,y) (& Ungleichung).

(iv) d(x,y)=d6(z+z,y+2)

Beweis In der 20. Vorlesung. 0

Ein inneres Produkt definiert also auch eine Norm:
Bemerkung K =R,C,V ist ein K-Vektorraum
und Definition V — R,

z— |z

ist eine Norm, falls

(1) 2=0<|z|=0
(1) Jex| =1l ]

(i) [z +yl <]+ 1yl D
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Beweis

Satz 1

Definition

Beweis

Satz 2

Beweis

SS 2016: 23. Juni 2016

(i77) (Dreiechsungleichung fiir Norm und Distanz)
|z+y[? = (z+y [2+y) = |2?+(@ [y)+(y | 2)+]y[? = |2 |*+ (@ [y)+(@ [ y)+[y]* =
[+ 2Re(x [ y) + [yl* < <>+ 2 [ (z [ y) [+ ]y]? < =] + 2] [y] + |y]* =

(] + 1) D

(Gram-Schmidt)
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einem inneren Produkt. Dann
hat V' eine Basis, bestehend aus einer orthonormalen (vollstdndigen) Menge.

Sei S eine Basis, S orthonormal, dann heifit S eine orthonormale Basis.

Sei X ={x1,...,z,} eine Basis. Wir werden eine orthonormale Basis

j: {y17"'7yn}
per Induktion bilden.

I. Anf: 21 # 0. Setze y; := =%

3]

I.A: Seien y,...,y, schon definiert, so dass {yi,...,y,} orthonormal und y; €

span{zy,...,x;} fir j=1,...,r.

LS. Betrachte

Z = l‘r_,_l—ZCiyi,CiEK (*)
i=1

Berechne (z | y;) = (%41 | yj) — ¢ fiir 7 = 1,...,7. Nun setze ¢; = (2,41 | Y5)-

Mit dieser Wahl in (x) ist (z | y;) =0 fir alle j=1,...,7 und

Z€ Span{$r+layla s 7y7“} S Span{xr+la$la s ,l‘r},
z # 0, da x1,..., 2,41 linear unabhéngig sind und der Koeffizient in (*) von
Zry1 ist nicht Null. Nun setze y,.,1 := ﬁ O

Sei W ein Unterraum. Es gilt
(H) V=WeWt

(2) WH=W.
Sei X ={x1,...,2,} eine orthonormale Basis fiir W und z € V. Schreibe
Wosax:= Zcixi, wobei ¢; = (z | x;).
i=1

Bessel liefert: y := z —x ist orthogonal zu z; und damit zu W, das heifit y € W*.
Also z=z+y, xe W,ye Wt
Es gilt ferner, dass W n W+t = {0} (weil (z | ) =0 < z=0).

(2) z=z+y. Also (z | z) = [=]*+ (y | z) = [=[* Analog (= | y) = [y[?*.
Wenn z € Wit dann (z | y)=0=|y|? So 2=z € W. m
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Satz 3

Beweis

Satz 4

Beweis

§ 15 Lineare Funktionale

(Riesz-Darstellung)
Sei V ein endlich dim. inneres Produkt K-Vektorraum.
Sei f € V*. Es existiert genau ein y € V mit f(x) = (x| y) firallexz eV (}).

Existenz: f=0= 1y =0.
Sei f#0;W :=ker(f) ¢ V; Wt #{0}.

Sei yo # 0;y0 € WH OE|yo| = 1.

Setze y := f(yo)yo. Beobachte (yo | v) = (vo | f(%0)vo) = f(%0)(wo | vo) = f(%o)-
Somit ist () erfiillt fiir yq.

Fiir x = Ayg berechnen wir allgemeiner: f(z) = f(Ayo) = M\f(yo) = Mo | y) =
(Ao | ). Also ist (}) erfillt.

Figrux eW:(x|y)= (x| flyo)wo) = f(wo)(x | yo) = 0 = f(x). Also ist (¥)
erfullt.

Sei nun xz € V', schreibe x = xg + Ayg mit A := % und zg = x — A\yo.

Berechne f(z9) = f(z) - f((;)))f(yo) =0, soist zge W

und f(z) = f(x0) + f(Ayo) = (zo [ y) + (Ayo | ¥) = (w0 + Ayo | ) = (= | y). Also
ist (1) immer erfiillt.

Eindeutigkeit:

Seien y1,y2 € V mit (z | y1) = (x| y2) fiir alle x € V. Dann (x | y1 —y2) =0
fiir alle z € V', insbesondere fiir « := (y; — y2) bekommen wir |y; —y2|? = 0, so
Y1-y2=0. O

Die Abbildung

p:V¥—V

fr—y

(i.e. p(f) ist eindeutig definiert durch f(z) = (z | p(f)) fiir alle z € V') erfiillt:

(1) p(fr+ f2) = p(f1) + p(f2)
(i1) p ist surjektiv
(i1i) p ist injektiv, aber Achtung

(iv) p(cf) =cp(f) fur alle ce K, i.e. p ist ein konjugierter Isomorphismus.

(ii) y € V. Betrachte f(x):=(z |y). feV* und p(f) =y.
(iii) f(z)=(x|0)=0 fur alle z = f =0.

(iv) z:=p(cf);y:=p(f). Zeige: Z =vcy, i.e. fur alle x € V: (¢f)(x) = (z | Ty).
Berechne: (c¢f)(z) =cf(z) =c(xz | y) = (z | ey) O
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Folgerungen L (fi] f2):=(p(f2) |p(f1)) definiert ein inneres Produkt auf V'*.

IT. Sei X ={x1,...,2,} eine Basis fiir V, dann existiert J = {y1,...,y,} eine
Basis fiir V' mit (x; | y;) = 0;; fiir alle 4, j.

III. W9 < W* wird ersetzt durch Wt cV, ie. p(W0) =Wt

IV. Sei T' e L(V, V). Definiere T durch (T'z | y) := (z | T*y) fur alle x € V
(d.h. T*(y) = z, genau dann, wenn fiir alle x e V: (x| 2) = (Tz | y)).

Es gilt T* € L(V, V). T* ist die transponierte (adjungierte) Konjugierte.
Eigenschaft der tranponierten Konjugierten

(1) (¢T)* =T

(2) Sei [T]x = A und Y die Basis wie in II.
Es gilt [T]y = At := A* (i.e. der ij-te Koeflizient von A* ist @;;, wobei
a;; der ij-te Koeefizient von A ist).

(3) det A* =det A
(4) Die Eigenwerte von A* sind die Konjugierten der Eigenwerte von A.

Folgerungen 1., IL, III. und IV. sowie Eigenschaften (1), (2) und (3) werden
im Ubungsblatt Nr. 12 ausgearbeitet.
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Erinnerung

Behauptung

Beweis
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§ 16 Beziehung zum Bidual

Proposition 1 24. Vorlesung am 27. Januar 2012:
YoV — Ly e V**; L, (f) = f(yo) fiir alle f eV~

und

Satz 1 24. Vorlesung am 27. Januar 2012:
Ar Voo— U

Yo +—— Lyo
ist ein (kanonischer) Isomorphismus.

Vergleiche mit
o: V. — V* und ~: V* — V**
Yo — Y Yo
ys(z) = (x| yo) fir alle z € V und y3*(v*) = (y* | y3) fiir alle y* e V>
Also
A Vo— U
) Yo +—— Lyo
mit Ly, (y*) := y* (yo) fiir y* e V* (*)
einerseits und

* %
> Yo

V—5>V*l>‘/**, Yol iy yy”

anderserseits.
Ly, =y5*, ie. A=~y09.

Es geniigt, zu zeigen, dass y3*(*) erfiillt.
Wir berechnen y5*(y*) = (* [ ¥5) = (o | ¥) = y* (%) O
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§ 17 Hermite’sche Operatoren

Definition (i) T e L(V,V) ist Hermite’sch (oder selbstadjungiert), falls 7' = T, i.e.
(Tx | y) = (x| Ty) fur alle x,y e V.

(it) K =R; T =T*; T heifit auch reell symmetrisch.

(i1i) K =C;T =T~ heiit auch komplex Hermite’sch.

Matrizendarstellungen von Hermite’schen Operatoren

Sei X eine orthonormale Basis. Also ist J = &X' (X ist Selbstdual, siche
Ubungsblatt Nr. 12). Also impliziert T'=T*, dass A Hermite’sch ist, wobei

A= [T]X = [T*]y = [T*]X =E = A*.
Das heifit a;; = aj; (A ist komplex Hermite’sch), und im reellen Fall a;; = aj;,

ie. A=At (A ist symmetrisch).

Bemerkungen Ubungsaufgabe: Weitere Eigenschaften von Hermite’schen Opteratoren.

(i) Umgekehrt sei A Hermite’sch und X eine orthonormale Basis fiir
V omit X ={x1,...,2,}.
n €1
Definiere T() e;z;) := A| ¢ |. Dann ist 7' Hermite’sch.

i=1 c
(i1) Ty, T sind Hermite’sch = T} + T ist Hermite’sch.

(ii1) T # 0 ist Hermite’sch, a € K, # 0, dann ist o7 Hermite’sch genau dann,
wenn « € R.

(iv) T ist invertierbar und Hermite’sch genau dann, wenn 7! Hermite’sch

ist.
Satz 1 Seien T, Ty Hermite’sch. Es gilt: 17175 ist Hermite’sch genau dann, wenn 7775 =
T,
Beweis (Tng)* =TT, T;Tf =TT, < 151, =T\15 O
Satz 2 (i) Sei Ty Hermite’sch, dann ist 757775 Hermite’sch.

(i1) Umgekehrt ist 7,71 T, Hermite’sch und 75 invertierbar, dann ist 77 Her-
mite’sch.
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Beweis (i) (TyTT)* = Ty T Ty = Ty Th Ty
(it) Ty Ty = (T3 T To)* = Ty Ty Ty, multipliziert links mit (75)~! und rechts
mit 75! ergibt Ty = T7. |

Definition T e L(V,V) ist schief Hermite’sch, falls T* = -T. (Wenn K = C, heifit es
“komplex schief Hermite’sch” und wenn K = R, heifit es “schief symmetrisch”.)

§ 18 Cartesische Zerlegung eines Operators

Sei T e L(V, V), schreibe T' = Ty + T3, wobei

T+T* -T*
o und 75 := r-r
2 2

T1:

Berechne:
T =T, und Ty =-Ts.
Also ist 77 Hermite’sch und T ist schief Hermite’sch.

Ferner T ist schief Hermite’sch und K = C < T, = 15 mit T35 komplex Hermi-
te’sch. Also T =T; +iT5.
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Unser Ansatz ist weiterhin: V' endl. dim. inneres Produkt Raum

Satz 1 Sei T € L(V,V) Hermite’sch. Es gelten (Tx | ) € R fiir alle z € V und alle
Eigenwerte von 7' sind reell.

Beweis (Tx | z)= (x| T(z))=(Tz | x).
Sei nun T'x = cx mit x # 0, dann ist
(Tx | z)=(cx|x)=c|z|?. Also ceR. o
& &

Erinnerung 7 ist definiert durch (T'z | y) = (x | T*y) oder (z | Ty) = (T*z | y).

§ 19 Isometrie

Definition Sei U € L(V, V), so dass U* = U~!, dann heifit U eine Isometrie. Wenn K =R
und U* = UL, heiit U orthogonal und wenn K = C und U* = U~!, heifit U
unitar.

Satz 2 Fir U € L(V, V) sind dquivalent:
(1) U*U=UU*=1d

(2) (Uzx | Uy)=(x|y) fir alle z,y (U erhélt (]))
(3) |Uz| = || fiir alle x (U erhélt die Norm)

Beweis (1) = (2):
(Uz | Uy) = (x| U*Uy) = (x | y) fiir alle z,y e V
(2) = (3):
(2) anwenden mit z =y

(3) = (1):

(Uz | Uz) = (U*Ux | z) = (z | ). Also ([U*U - Id]z | z) =0 fiir alle z € V.
Nun ist aber T':= U*U - Id Hermite’sch und (Tz | z) = 0 fiir alle 2 impliziert
T =0. O
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Bemerkungen

Satz 3

Beweis

Satz 4

Beweis

Definition

Bemerkungen

(i) (3) impliziert, dass U Distanz erhélt:
(4) |Uzx -Uy| = ||z -y fiir alle z,y eV

(i7) Isometrien sind invertierbar und erhalten das innere Produkt. Also
ist U : (V,(])) = (V,(])) ein Automorphismus des inneren Produkt-
Vektorraums (V, (])).

Eigenwerte von Isometrien haben den absoluten Betrag gleich 1.

Sei Uz = cx,x #0;ceC.
Esist |Uz| = |z| und |Uz| = |cz| =|c| |z]. Also | c¢|=1. i

§ 20 Orthonormal-Basis wechseln

Sei X ={x1,...,x,} eine orthonormale Basis und U € L(V,V) eine Isometrie.
Dann ist UX := {Uxy,...,Ux,} eine orthonormale Basis. Umgekehrt ist
UeL(V,V), X eine orthonormale Basis, so dass UX wieder eine orthonormale
Basis ist. Dann ist U eine Isometrie.

“=" (Uz; | Uzj) = (x; | ©j) = ;. Also ist UX orthonormal und UX ist eine
Basis, weil U invertierbar ist.

“<=" Sei UX orthonormal. Es gilt also (Uz; | Uxj) = 0;; = (x; | z;) fiir alle
1 <4,j <n und damit durch Linearitat gilt (Uz | Uy) = (z | y) fiir alle
r,yeV. |

Matrix-Version

A€ My (K) ist orthogonal (K =R) oder unitir (K = C), falls
AA* = A*A =1, ist.

(i) Seien U eine Isometrie und & eine orthonormale Basis, dann ist A := [U]x
unitér (bzw. orthogonal).

(i1) Matrix-Version von Satz 4:
Sei X' eine orthonormale Basis und B’ eine beliebige Basis, dann ist B’
orthonormal genau dann, wenn die Basiswechsel-Matrix unitér ist.
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Definition

Lemma 1

Beweis

Satz

§ 21 Spektral-Theorie

Sei wie immer dim V' < oo.

Bisher haben wir drei wichtige Klassen von Operatoren studiert:
(a) Hermit’sche (T* =T)

(b) schief Hermite’sche (T* = -T))

(c) unitédre (T =T-1).

Alle erfiillen die folgende Eigenschaft:

T e L(V,V) ist normal, falls T*T = TT* ist.
Wir werden die Struktur von normalen Operatoren genau untersuchen.
Sei T'e L(V,V) und W ¢V T-invariant, dann ist W+ ¢ V' T*-invariant.

Sei uw € Wt w e W und berechne (w | T*u) = (Tw | u) =0 fiir alle w € W. Also
ist T*u e Wt. O

Wir wollen unseren Hauptsatz beweisen:

(Spektralsatz fiir normale Operatoren)
Sei dimV < o0, T € L(V, V) normal. p:= Min.Pol.(T). Es gilt

P=D1;--- Dk,

wobel p; # p; fir ¢ # j und p; normiert und irreduzibel ist (d.h. deg p; = 1 oder
deg p; = 2).

Setze W; := kerp;(T); W; € V ist T-invariant. Dann ist W; orthogonal zu W;
firi#jund V=W, ®---® W (orthogonale direkte Summe).

Wir brauchen noch ein Lemma.
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Erinnerung Lemma 1 - 06.07.2012:

Satz 1

Beweis

Korollar 1

Beweis

W c V ist T-invariant = W+ ¢ V ist T*-invariant (oder W ¢ V ist T*-invariant
= W1 ist T-invariant). Damit konnen wir eine Analogie zum Satz 2 der 14.
Vorlesung vom 04.06.2012 zeigen.

(Orthonormale Trigonalisierung)

Sei K = C und V ein endlich dim. inneres Produkt K-Vektorraum; 7" e L(V, V).
Dann gibt es eine orthonormale Basis X, so dass [T'] x eine obere Dreiecksma-
trix ist.

Induktion nach n := dim V. Sei ¢ € C und x # 0 mit T*z = cx, W := (span{x})*
und dim W =dimV -1=n-1.

Lemma 1 vom 06.07.2012 impliziert: W ist T-invariant , also ist T' W wohl-
definiert.

Per Indutkionsannahme setze {xi,...,x, 1} als orthonormale Basis fiir W,
wofiir die Matrix-Darstellung von T | W eine obere Dreiecksmatrix ist.
Setze x, := x/|z|. Dann ist X := {zy,...,2,1,%,} die gesuchte Basis. o

Fiir jede n x n-Matrix A iiber C gibt es eine unitéire Matrix U, so dass Ut AU
eine obere Dreiecksmatrix ist.

€1

Wiéhle X als eine orthonormale Basis und definiere T'(z) = A| : |, wobei
En

x =Y ex; ist, fir X = {x1,...,z,}. Finde eine orthonormale Basis J wie in

Satz 1.
Setze U := Matrix der Basiswechsel. Dann ist U1 = U* und U 1AU = B die
obere Dreiecksmatrix. m|

Seite 71

1
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Lemma 2

Beweis

Spektralsatz

Hilfsbermerkung

Beweis von
Spektralsatz

Korollar 2

Beweis

Definition

Korollar 3

§ 22 Orthonormale Diagonalisierung

Sei T normal, g(x) € K[x] und W :=ker g(T"). Dann ist W' T-invariant.

Behauptung: W ist T*-invariant.
Sei u € W. Berechne g(T)(T*(u)) =T*(g(T)(u)) =T(0) =0 (weil T*

kommutiert mit 7', also auch mit g(7)).

Lemma 1 impliziert nun: W+ ist T-invariant. |

Sei T' normal, T e L(V,V'), p= Min Pol (T). Es gilt
(i) p=p1--pk, wobei p; # p; fiir i # j, p; ist irreduzibel und normiert.

(ii) V=W, @& W, fir W; = kerp;(T") und W; ist orthogonal zu W; fiir
i 45

Ist g ein Faktor von p:= Min. Pol. (T'), dann ist ¢g(7") nicht invertierbar.

Beweis
Sei p = gh mit deg h < deg p. Wire g(T') invertierbar , dann hétten wir
0=g(T)p(T) =g(T)*g(T)h(T) und damit ~A(T") = 0. Widerspruch zu deg p

ist minimal. O

Per Induktion: Lemma 2 impliziert: W} ist T-invariant.

Betrachte T' 'y und bemerke, dass ker py (7" tw) = {0} (z € Wi und

x ekerp(T) =W = 2 =0). Also ist py (T er> invertierbar und damit ist p;
kein Faktor von Min. Pol. (T fwli) = po---pr. Aber p; = Min. Pol. (T w,) und
p1 teilt nicht po---pg. Also py # p; fiir j = 2,..., k. (Argument: Forsetzung per
Induktion). o

K =C. Sei T normal. Es gbit eine orthonormale Basis bestehend aus Figen-
vektoren von T

p; ist linear iiber C, p; = (z — ¢;) also ist W; der Eigenraum zum Eigenwert c;.
G-S: Wiéhle eine orthonormale Basis X; fir W; (i = 1,...,k). A; besteht aus
EigenV. zum EigenW. ¢;. Also ist X = &} u---u &}, die gewiinschte Basis. O

B, A€ M, (C).
(i) A ist normal, falls AA* = A*A

(it) A ist unitér aquivalent zu B, falls es eine unitdre U € M, (C) mit
B=U-1AU gibt.

(Matrixversion von Korollar 2)
Sei A€ M,x,(C), A normal, dann ist A unitar dquivalent zu einer diagonalen
Matrix D € M,,,,(C).
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§ 23 Anwendungen vom Spektralsatz

V endl. dim.
Korollar 4 K =C, T ist normal. Es gilt: T" ist Hermite’sch < alle Eigenwerte € R.

Beweis “=" Ist schon bewiesen worden.

“«<" Seien alle Eigenwerte reell und J eine orthonormale Basis, bestehend
aus EigenV. Also ist

dy 0
D=[T],= mit d; € R.

0 d,
Es ist klar, dass D Hermite’sch ist (D* = D = D! = D). Also ist auch T
Hermite’sch (Ubungsblatt) O

Korollar 5 K =C,T ist normal. Es gilt: T" ist unitar < alle Eigenwerte haben den
Absolutbetrag 1.

Beweis “=" TIst schon bewiesen worden.

“<” Seien die Eigenwerte z;, ...z, und J eine orthonormale Basis bestehend
aus EigenV, so dass
21 0
[T]j = =D.
0 Zn
Behauptung: D ist unitér.

El 0

Berechne D* = Dt = )
Zn

Z1

0
Z1 0 0
Also DD* =
0 Zn 0 Zn
2’121 0
0 20 Zn,
1 0
= =1,
0 1

Also ist auch T unitér (Ubungsblatt). o
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Wir wollen nun den Spektralsatz im Fall K = R anwenden. Dann sind die p;
entweder linear p; = (z —r;),r; € R oder quadratisch irreduzibel, d.h. aus der

Form (z—a)?+0%a,beR,b#0.

Sei r>0;0 e R;0 ¢ nZ (i.e. 6 erfiillt sinf # 0).
T € L(IR?,R?) mit Matrix (bzgl. standard orthonormale Basis {e1,es}):
Ay cost) —sinf

sin  cosf

A ist normal: AA! = AtA.

Sei p = Char. Pol. (T) = det(xf — A) = (z —rcos0)2 + r2sin? 6.
Setze a:=71cosf,b:=rsinf,b+0.

Also ist p = (z — a)? + b? irreduzibel in R[z].

Also ist Min. Pol. T = p.

Wir zeigen nun die Umkehrung.

Sei dimV = n,T € L(V,V) normal mit Min. Pol. T':= p = (x — a)? + b?,a,b €
R,b#0.

Es gilt: Es existieren 2-dimensionale T-invariante Unterrdume Vi,...,V; (s =
%), so dass

(i) V; orthogonal zu V; ist fir i # j
(@) V=Vie-aV

(7i1) V; eine orthonormale Basis {a;, 3;} hat, so dass Ta; = aa; + bf; und
TB; = —ba + af; (das heiit [T | Vj]ia,5,) = ( Z _2 ), wobei {ay, 3}
die geordnete orthonormale Basis ist) und

(iv) Char. Pol. (T) = p?

(v) [T* er]{aj:Bj} :( _C; 2 )

(vi) TT* = (a? +%)1

(Also setze r := Va?+ b2, wéhle § mit a = rcosf und b = rsinf. Dann ist
V' die orthogonale direkte Summe von 2 dimensionalen Unterrdumen und die
Beschrankung 7' |'V; ist “r-mal eine Drehung um die Winkel 6”.)

Wir brauchen eine Bemerkung und ein Hilfslemma, bevor wir den Satz bewei-
sen.
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Bemerkung

Beweis

Hilfslemma

Beweis

Beweis
vom Satz

(i) Sei K=R,U e L(V,V). Es gilt (Ua | p)=(U*p | ) fiir a,fe V.

(i) Sei nun U normal, dann gilt |Ua| = |U*«| fiir alle a € V.

(i) (U*Ble)=(B|Ua)=(Ua|p)=Ualp).

(i) |Ua|?=(Ua|Ua)=(a| U Ua) =
(a | UU*a) = (U*ra | U*a) = |U*a|?. o

Sei K =R und S normal, so dass S?+ I = 0.
Sei v € V und setze := Sa. Es ist S*a= - und S*5 =« €]
und (o | 5) =0 und | = |3].

Sa = und Sf = 5%a = —a. Also

0=[Sa-p[*+[S6+al? = [Saf?-2(Sa | )+ B8]+ [SB]>+2(SB | a) + |a?.
Da S normal ist, folgt (Bemerkung + Hilfslemma)

0=[S*al?=2(S*B | a)+[B]*+]S*B[*+2(S*a| B)+[a]? = [S*a+f]?+] S f-al?.
Daraus folgt (t).

Berechne nun (a | §) = (56 | 8) = (81 58) = (B | - a) = ~(a | B). Also

(a]B)=0.
SchlieBlich | = (S*8 | a) = (B [ Sa) = (B | 5) = |5]*. O
Sei {V4,...,V,} eine maximale Menge von 2 dimensionalen Unterrdumen mit

den Eigenschaften:
(7) V; ist orthogonal zu V;
(ii) und
(v) T*aj = ac; —bB; und T*f; = boj + af; filr 1<j<s

Setze W =V, ® - @ V.
Behauptung: W =V

Sonst ist W+t # {0} und (iii) + (v) implizieren auflerdem, dass W, T' und T*
invariant ist. Also ist W+ T* und T** =T invariant.

Setze S = b1(T - al). Bermerke, dass S* = b=1(T* - al), so S*S = SS* (S
normal) und W+t ist auch S und S* invariant und (7' —al)? +b%1 = 0 impliziert
52+ 1 =0.

Also konnen wir Hilfslemma fiir S und W+ anwenden.

Wir bekommen
aeW, Jof =1

f:=Sa, [LeW!und
SB =-a.
Da T =aT +bS haben wir auflerdem

Ta = aa+bp
T8 = —ba+a6}(m)
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Beweis, Forts.

Beweis

Dariiber hinaus

S*a = -f

S*6 = «
(a|B) = Ound

I8l = 1.

Nun ist 7% = al + bS*. Also

T« ac—bp
T3 = ba+a6}(v)

Widerspruch zur maximalen Wahl von {V;,...,V;}, also W = V.

Nun
r—-a b (o N2 L2
det b r-ua =(x-a)?+b%
Es folgt aus (i), (ii) und (iii) nun, dass det(zl - T) = [(z — a)? + b?]°. O

(vi) T ist invertierbar und 7~ = (a? + ?)T!

Aus (iii) und (v) haben wir

Nun ist aber:

a -b a b\ [ a®+0? 0 B
b a -b a | 0 a?+b? |
[T* er]{Otjﬂj}[T er]{ajﬁj} = [T*T er]{aj:Bj} = (a2 + bz)IQ'
Also T*T = (a® + b?)1. O





