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Algebraische Zahlentheorie

Algebra B 4 - Sommersemester 2017

Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

11.Vorlesung

8. Juni 2017

§Norm, Spur, Diskriminante

Sei L/K eine endliche Körpererweiterung.

Definition und Notation
Sei α ∈ L und betrachte die Abbildung

µα,L : L → L
x 7→ αx

Es ist µα,L ∈ LK(L,L) (d.h ein linearer Operator). Setze
χα,L := CharPol von µα,L
fα,L := MinPol von µα,L
NL/K(α) := det(µα,L) ∈ K heißt die (L/K)-Norm von α.
SpL/K(α) := Spur(µα,L) ∈ K ist die (L/K)-Spur von α

Lemma 11.1 (i) fα,L = MinPolK(α); Insbesondere ist fα := fα,K(α) = χα,K(α) = MinPolK(α)
(weil degχα,K(α) = [K(α) : K] = deg MinPolK(α) = deg fα,K(α), und damit sind sie
gleich).

(ii) χα,L = fmα,L, wobei m := [L : K(α)].

Beweis. (i) Es ist leicht zu prüfen, daß f(µα,L) = 0⇔ f(α) = 0∀f ∈ K[x]. Die Aussage folgt
nun unmittelbar aus der Definition.

(ii) Sei {λ1, . . . , λm} eine Basis für L/K(α), also

(∗) L =
m⊕
i=1

K(α)λi

Setze Wi := K(α)λi; die Wi sind (prüfe!) µα,L-invariante K-Unterräume und

(∗∗) L =
m⊕
i=1

Wi als K-Vektorraum,

d.h µα,L : L→ L

µα,K(α) : K(α)→ K(α)

und K(α)
ωi
∼→ Wi

x 7→ xλi
als K-Vektorräume, wobei ωi die folgende Eingenschaft hat:

ωi ◦ µα,K(α) = µα,L ◦ ωi auf K(α), d.h µα,L =
⊕m

i=1 µα,K(α)
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und µα,L � Wi = ωi ◦ (µα,K(α)) ◦ ω−1
i︸ ︷︷ ︸

ähnliche lineare Transformationen

(prüfe!)

(∗∗) liefet nun (LA I+II), daß

χα,L = CharPol(µα,L)

=
m∏
i=1

CharPol(µα,L �Wi
)

=
m∏
i=1

CharPol(ωi ◦ µα,K(α) ◦ ω−1
i )

=
m∏
i=1

CharPol(µα,K(α))

=
m∏
i=1

χα,K(α)

(i)
=

m∏
i=1

fα

Lemma 11.2
Seien α, β ∈ L, λ ∈ K und n = [L : K]. Es gilt:

1. NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β)

2. SpL/K(λα + β) = λSpL/K(α) + SpL/K(β)

3. NL/K(λ) = λn, SpL/K(λ) = nλ

4. Sei fα,L = xν + aν−1x
ν−1 + · · ·+ a0, ai ∈ K.

Setze µ := [L : K(α)] = n
ν
. Es gilt:

(i) NL/K(α) = (−1)naµ0

(ii) SpL/K(α) = −µaν−1

Beweis. 1. µαβ,L = µα,L ◦ µβ,L und die Determinante ist multiplikativ (LA II).

2. µλα+β,L = λµα,L + µβ,L und die Spur ist additiv (LA II).

3. NL/K(λ) = det(µλ,L) = det(λ IdL) = λn.

Analog SpL/K(λ) = Spur(λ IdL) = nλ.

4. Erinnerung(LA I+II): A ∈Mn×n(K), setze CharPol(A) = det(xI−A) = xn+bn−1x
n−1+

· · ·+ b0. Es ist b0 = (−1)n detA und bn−1 = −Spur(A).

(i) ν = [K(α) : K], µ = [L : K(α)], n = νµ. NL/K(α) = det(µα,L) und

(†) χα,L = xn + bn−1x
n−1 + · · ·+ b0 = (fα)µ

also gilt (−1)n det(µα,L) = b0 und Koeffizientenvergleich in (†) ergibt b0 = aµ0 .
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(ii) bn−1 = −SpL/K(α), Koeffizientenvergleich in (†) ergibt: links ist Koeffizient von xn−1,
gleich Koeffizient von xνµ−1 rechts, also ist gleich µaν−1 (ÜA).

Proposition 11.3
Sei n = [L : K], β ∈ L, f(x) = MinPolK(β) und deg f := m = [K(β) : K]. Seien
β = β1, β2, . . . , βm alle Nullstellen von f . Es ist NL/K(β) = (

∏
βi)

r und SpL/K(β) = r
∑
βi,

wobei r := n
m

= [L : K(β)]

Beweis. (Lemma 11.2 4-(i) und 4-(ii) anwenden) Sei fβ,L = MinPolK(β) = xm + am−1x
m−1 +

· · ·+ a0, ai ∈ K. Nun ist
∏
βi = (−1)ma0 und

∑
βi = −am−1 (Algebra BIII), also ist

(
∏
βi)

r = (−1)mrar0
(i)
= NL/K(β) und r

∑
βi = −ram−1

(ii)
= SpL/K(β).

Satz 11.4
Sei L/K separabel, [L : K] = n und {σ1, . . . , σn} die Menge der verschiedenen K-Einbettungen
von L (in der normalen Abschluss Ω von L/K). Sei β ∈ L. Es ist NL/K(β) =

∏n
k=1 σk(β) und

SpL/K(β) =
∑n

k=1 σk(β)

Beweis. (Wir zeigen in der 12. Vorlesung, daß σ1, . . . σn existieren) Sei f(x) := MinPolK(β),
[K(β) : K] = m = deg f und setze r := [L : K(β)], und
β = β1, β2, . . . , βm die verschiedene Nullstellen von f .

Behauptung: Für i = 1, . . . ,m gibt es genau r Einbettungen von L in Ω, die β auf βi absenden
(d.h βi erscheint genau r mal in {σk(β)}k) (Diese Behauptung wird auch in der 12. Vorlesung
bewiesen).

Nun folgt aus Prop 11.3, daß
NL/K(β) = (

∏m
i=1 βi)

r =
∏n

i=1 σi(β) und SpL/K(β) = r(
∑m

i=1 βi) =
∑n

i=1 σi(β).
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