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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

11.Vorlesung

8. Juni 2017

§Norm, Spur, Diskriminante

Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung.

Definition und Notation
Sei aw € L und betrachte die Abbildung

far: L — L
T = ox

Es ist pior € Lx(L, L) (d.h ein linearer Operator). Setze
Xa,r := CharPol von p, 1,

fa,r == MinPol von 1 1,

Ny (a) := det(pta,) € K heiit die (L/K)-Norm von a.
Sprk(a) := Spur(p,,) € K ist die (L/K)-Spur von «
(@)

Lemma 11.1 (i) fo,r = MinPolg(a); Insbesondereist fo := fa x(a) = Xa,k(a) = MinPolk(a)
(weil deg Xa,x(a) = [K(a) : K| = deg MinPolg (o) = deg fa i(a), und damit sind sie
gleich).

(i) Xa,z = fi', wobei m := [L : K(a)].
Beweis. (i) Es ist leicht zu priifen, daBl f(ua.r) =0 < f(a) = 0Vf € K[z]. Die Aussage folgt

nun unmittelbar aus der Definition.

(i) Sei {A1,..., Ay} eine Basis fiir L/K(«a), also
(%) L= K@)\
Setze W; := K (a)\;; die W; sind (priife!) pi, r-invariante K-Unterrdume und

(%) L= @ W; als K-Vektorraum,
i=1

dhpar: L — L

Mo, K (a) K(Oé) — K(Oé)

wi

und ~ Kla) = Mj\l als K-Vektorraume, wobei w; die folgende Eingenschaft hat:
xr = TA;

Wi O Ua, K (a) = Ma,L © Wi auf K(Oé), d.h Ha,L = @zﬁil Ha,K (a)
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und pior [ Wi =w; o (,ua,K(a)) o wf (priife!)

vV
dhnliche lineare Transformationen

(xx) liefet nun (LA I+II), daB

Xa,z. = CharPol(ua.1)

— H CharPol (a1 w,)

=1

= H CharPol(w; o Mo, K () © Wfl)

=1

= H CharPol(p, i (a))

i=1

H Xa,K ()

1

<.
Il

fa

=

@
Il
i

Lemma 11.2
Seien a, B € L, A € K und n = [L : K]. Es gilt:

. Npyk(aB) = Ny ()N k(8)
. SpL/K()\Oé—i—ﬁ) = /\SpL/K(a) —i—SpL/K(ﬁ)

—_

[\

4. Sei for=a"4a,_12" ' +---+ay, a; €K.
Setze p:= [L : K(a)] = 2. Es gilt:
() Nejiela) = (~1)a
(i) Spr/r(a) = —pa,—
Beweis. 1. pap.r, = fta,r © p, und die Determinante ist multiplikativ (LA II).
2. Hra+B,L = Mo + pp,r und die Spur ist additiv (LA II).

3. NL/K()\) = det(u,\,L) = det()\ IdL) = \"
Analog Spr/k(A) = Spur(A Idz) = nA.

4. Erinnerung (LA I+11): A € M, »,,(K), setze CharPol(A) = det(zI—A) = x"+b,_12" '+
-+ bg. Es ist byp = (—1)"det A und b,,_; = —Spur(A).

(i) v=[K(a): K], p=I[L:K(x)], n=vu Npg(a)=det(u,r) und
(1) XaL = " 4 by 2" 4o by = (fo)”

also gilt (—1)"det (1) = bo und Koeffizientenvergleich in (f) ergibt by = af.
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(ii) bp—1 = —Spr/k (), Koeflizientenvergleich in (1) ergibt: links ist Koeffizient von 2",

gleich Koeffizient von 2/#~! rechts, also ist gleich pa,_; (UA).

Proposition 11.3

Sein=I[L:K|, €L, f(x) = MinPolg () und deg f :=m = [K(B) : K|. Seien

B = i, B2, ..., Bm alle Nullstellen von f. Es ist Ny /x(8) = (I[8)" und Spr,x(B) = r)_ B,
wobei r := = [L : K(f3)]

Beweis. (Lemma 11.2 4-(i) und 4-(ii) anwenden) Sei fz; = MinPolg(8) = 2™ + ay12™ * +
<o +ag, a; € K. Nunist [[5; = (=1)™ap und Y f; = —a,,—1 (Algebra BIII), also ist

([18)" = (—1)™ a5 2 Npjie(8) und Y B; = —ram 1 = Spryx(B): O

Satz 11.4
Sei L/ K separabel, [L : K| = nund {0y, ...,0,} die Menge der verschiedenen K-Einbettungen
von L (in der normalen Abschluss © von L/K). Sei 5 € L. Es ist Np,x(8) = [[4—; ox(8) und

Spryx(B) = 21 ok(B)

Beweis. (Wir zeigen in der 12. Vorlesung, daf oy,... 0, existieren) Sei f(z) := MinPolg(5),
[K(B) : K] =m = deg f und setze r := [L : K(f)], und
B = B, Ba, ..., Bm die verschiedene Nullstellen von f.

Behauptung: Fiiri =1,...,m gibt es genau r Einbettungen von L in §2, die § auf 3; absenden
(d.h B; erscheint genau r mal in {ox(8)}x) (Diese Behauptung wird auch in der 12. Vorlesung
bewiesen).

Nun folgt aus Prop 11.3, daf3
Niyx(B) = (12, B)" = [[i=1 0:(8) und Spr/k(8) = r(3_1, Bi) = > -z, 0i(B)- [
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