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Korollar 12.1
SeiR ein ganz abgeschlossener Integritätsbereich,K := Quot(R), L/K eine endliche Körpererweiterung.

Sei β ∈ RL
; dann sind NL/K(β) ∈ R und SpL/K(β) ∈ R.

Beweis. β ∈ RL
, β1, . . . , βm die Nullstellen von MinPolK(β) ∈ R[x] ⇒ β1, . . . , βm ∈ R

L
. Nun

ist außerdem K 3 NL/K(β) = (
∏
βi)

r und SpL/K = r
∑
βi ∈ K, also NL/K(β) ∈ R

L
und

SpL/K ∈ R
L
. Nun ist aber R ganz abgeschlossen, also folgt die Behauptung.

Satz 12.2
Sei L/K separabel, [L : K] = n, Ω die normale Hülle von L/K. Dann gelten:

1. ∃σ1, . . . , σn verschiedene Einbettungen von L/K in Ω.

2. Für β ∈ L mit [K(β) : K] = m = n
r

und [L : K(β)] = r und σ ∈ {σ1, . . . , σn} kommt
σ(β) genau r mal in der Folge (σ1(β), . . . , σn(β)) vor.

Beweis. (1) Sei L = K(γ), MinPolK(γ) = g und γ1, . . . , γn die n verschiedenen Nullstellen von
g in Ω.

L
σk
↪→ Ω

γ 7→ γk

K
σk�K−→ K
= Id

(Isomorphismus K(γ) ∼= K[x]/ < g(x) >∼= K(γk) aus Algebra BIII)

(2) L/K(β) und K(β)/K sind separabel, also liefert (1) m Einbettungen von K(β) über K in
Ω′ (Ω′ :=normale Hülle von L/K(β), Ω′ ⊇ Ω), und r Einbettungen von L über K(β) in Ω′;
zusammengefasst:

∃m Einbettungen von K(β) über K in Ω′

∃r Einbettungen von L über K(β) in Ω′,

∃mr = n Einbettungen von L über K in Ω′.

L
λ1,...,λr
↪→
K(β)

Ω′

K(β)
µ1,...,µm
↪→
K

Ω′

Betrachte:

L
∼−→ λi(L) ⊆ Ω′ und schreibe L = K(β)(γ), also λi(L) = K(β)(λi(γ)).

Definiere K(β)(λi(γ))
µ̃j−→ Ω′ durch: µ̃j � K(β) = µj und λi(γ) 7→ λi(γ).
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Betrachte nun L
λi
∼−→ λi(L)

µ̃j−→ Ω′.

Es ist klar, daß (µ̃j ◦ λi) Einbettung von L über Kin Ω′ ist für alle j = 1, . . . ,m und
i = 1, . . . , r. Also ist {µ̃j ◦ λi, j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , r} ⊆ {σ1, . . . , σn}.
Außerdem ist µ̃j ◦ λi eindeutig durch ihre Bilder für γ und β bestimmt. Nun ist

(µ̃j ◦ λi)(γ) = µ̃j(λi(γ)) = λi(γ) und

(∗) (µ̃j ◦ λi)(β) = µj(β)

Es folgt {µ̃j ◦ λi | j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , r} = {σ1, . . . , σn} und ∀σ ∈ {σ1, . . . σn} ist σ(β)
r mal wiederholt wie in (∗).

Korollar 12.3
Sei K ⊆ E ⊆ L mit L/K endlich separabel, [L : K] = n, und α ∈ L. Dann gelten:

(i) NL/K(α) = NE/K(NL/E(α)) und

(ii) SpL/K(α) = SpE/K(SpL/E(α))

Beweis. (i) NL/K(α) =
∏n

k=1 σk(α) wobei {σ1, . . . , σn} die Einbettungen von L/K in Ω sind.
Nun ∀k,∃i, ∃j, so daß σk = µ̃j ◦ λi (Bezeichnung wie im letzten Beweis). Also

NL/K(α)
Hom
=
∏m

j=1 µ̃j(
∏r

i=1 λi(α)). Nun folgt aus dem letzten Beweis, daß∏r
i=1 λi(α) = NL/E(α) ∈ E (insbesondere ist

µ̃j(
∏r

i=1 λi(α)) = µj(
∏r

i=1 λi(α))),

also NL/K(α) =
∏m

j=1 µj(NL/E(α)) = NE/K(NL/E(α)).

§Erinnerung: Bilineare Formen

Definition 1. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über K, dimK V = n und

B : V × V → K eine bilineare Form.

2. B ist symmetrisch⇔ B(x, y) = B(y, x)∀x, y ∈ V .

3. Die Matrix-Darstellung von B bezüglich der Basis {vi | i = 1, . . . , n} = B ist definiert
durch:

Bij = B(vi, vj)

Es gilt ∀x, y ∈ V, [y]tBB[x]B = B(x, y)

4. B′ = P tBP , wobei B′ die Darstellung von B bezüglich einer Basis {v′i | i = 1, . . . , n} und
P die Basiswechselmatrix ist.
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