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Beweis vom Satz. L/K endlich und separabel, K = Quot(R), R ein ganz abgeschlossener In-
tegritiatsbereich, S = R Brk : L x L = K Brjg(x,y) = Spr/k(zy). Die Einschrénkung
von By i auf S x S hat Werte in R. Sei {vi,...,1,} eine Basis fiir L/K (a fortiori linear
unabhéngig iiber R). Erinnerung: Voo € L3r € R mit ra € S, also gilt o.E. {vq,...,1,} C S.
Sei {y1,..., pn} die By k-duale Basis und setze M := @ Ry; und M’ = @ Ry,. Es ist klar,
dass M C S. Wir zeigen S C M'. Sei v € S, o = ) ;i aber ¢; = Bk (o, v5) € R O

Definition 14.1 .
Sei R ein HIR, n = [L : K], L/K separable Erweiterung, S = R ist ein freier R-Modul der
Dimension n. Eine Basis {y1, ..., .} von S iiber R heifit Ganzheitsbasis.

Wir wollen nun Ganzheitsbasen finden.

Bemerkung 14.1
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, B eine nicht ausgeartete bilineare Form,
B ={vi,...,v,} CV.Dann ist B genau dann eine Basis fir V iber K, wenn det(B(v;,v;)) # 0.

Beweis. ,=* 13. Vorlesung.
»<="“Sei {wy,...,w,} eine Basis und v; = Zj cijwi, P = [c;|, P € Myyn(K). Es ist
B(v;,v;) = P'[B(w;,w;)]P und det P # 0 < {v; ..., v,} linear unabhéngig. Aulerdem ist

det[B(v;,v;)] = (det P)? det[B(w;, w;)]

£0
also det[B(v;,v;)] # 0 < {v1,...,v,} linear unabhéngig. O

Wir werden eine analogue Prozedur fiir R-Basen von S betrachten:

Diskriminante (einer Ringerweiterung)
Wir haben By i : S x S — R. Fiir vy,...,v, € S definiere
D(l/l, ce l/n) = det(BL/K(l/Z‘, Vj)) € R.

Lemma 14.1

Seien {vy,...,v,} und {1, ..., pu, } Basen fiir S als R-Modul. Dann ist D(vy, ..., v,) = 72D(uy, . -

mit T € R*.

Beweis. Wir haben D(vy,...,v,) = [det P2D(uy, . .., itn), wobei P € M,y,(R) und P inver-
tierbar (weil P Basiswechselmatrix ist), also folgt aus Cramer’s Formel, daf§ det P € R*. [

Wir definieren fiir z,y € R :

T~y <& x =7y fiir ein 1 € R*.

Lemma 14.1 besagt: fiir alle Basen {v1,...,v,} von S als R-Modul liegen D(vy,...,v,) in der
gleichen Aquivalenzklasse.

7“”)
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Definition 14.2
D(S/R) := [D(v1,...,vy)]~ fiir eine (alle) Basis {vy,...,v,} € S von S als R-Modul.

Bemerkung 14.2
R =7 = 7Z* = {£1}, also hier haben wir D(vy,...,v,) ~ D(p1, ..., 1) < D(vh, ..., 0) =
D, -+ 1a)

Satz 14.2
Sei {v,...,7%} € S. Dann ist {v1,...,7,} genau dann eine Basis von S iiber R, wenn

[D(7, ... 7)l~ = D(S/R).

Beweis. ,,=* folgt aus Lemma 14.1.

»<="Sei B:={vy,...,v,} eine Basis von S als R-Modul, so da8

det[Br/kx(Vi,7)] = D, %) = ©°D(m, ..., V) = 72 det[Br/k (v, ;)] mit 7 € R*. Be-
trachte

¢ 5 =5 R-Modul Homomorphismus.
Vi = i
(%) P =[C|sg € Myxn(R)
() also [Bryk (7i,7;)] = P'[Bryk (vi, vj)] P
also
an (det P)? — 72

und somit ist det P € R* (weil det P = +m), also ist P invertierbar (iiber R), also ist C
invertierbarer R-Homomorphismus, d.h {71,...,7,} ist eine Basis. ]

Ab jetzt: R =7, L = Q(«) Zahlkorper, o primitives Element. O.E.: a € Oy := zZ" Oy, ist frei
vom Rang [L : Q], D(OL/Z) ist die Diskriminante des Zahlkorpers L.

Fragestellung: Sei B eine Basis fiir L/K, so da B C Oy. Ist B fiir Oy, eine Basis als Z-Modul?
Insbesondere: {1,q,...,a" '} C O ist eine Basis fiir L iiber Q (also sicher Z-linear un-
abhiingig), aber wann ist {1,,...,a" '} eine Basis fiir Oy, iiber Z?

Wir berechnen:

D(1,a,...,a" ") = det[Byg(a’, /)]

13 Yor (Vandermonde Determinante)?

LAII
= (@i —ay)P?
i<j
wobei oy = a, g, . .., a, die verschiedene Nullstellen von f := MinPolg(«) sind.

Definition 14.3
D(f) = [li.;(qi — a;)? fiir ein irreduzibles f € Q[z] und ay, ..., a, alle Nullstellen von f.
D(f) ist die Diskriminante von f.

Bemerkung 14.3
Sei {f, ..., 0.} eine Ganzheitsbasis (fiir Oy, als Z-Modul) und P wie in (x), dann ist

7Z>D(f)=D(1,a,...,a™ ")

(z) (det P)*D(B4, .- -, By)
) = (det P)*D(0L/7Z)

Aus (1) folgt:
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(i) (aus (t) und Satz 14.2) wenn wir D(Op/Z) berechnen konnen, dann kénnen wir auch
entscheiden, ob {1, q,...,a" '} eine Ganzheitsbasis ist

(ii) Ist D(f) quadratfrei, dann ist det P = 41, also ist P invertierbar iiber Rund {1, ,...,a" '}
ist eine Ganzheitsbasis.

(iii)) Wenn D(f) nicht quadratfrei ist, benutzen wir Stickelberger’s Satz

Satz (Satz von Stickelberger)
D(Or/Z) = 0,1 mod 4 (also ist Quadrat mod 4).

Beweis. Spéater (15. Vorlesung). O
Anwendung: Sei L quadratischer Zahlkérper, [L : Q] = 2, L = Q(v/d), d € Z quadratfrei.

Fall 1: d = 2,3 mod 4.

Behauptung: {1,v/d} ist eine Ganzheitsbasis un somit ist Oy, = Z[/d]

Beweis. Setze o := \/d primitives Element, d € Oy und MinPolg(a) := f(z) = 2* — d.
Seine Nullstellen sind

Ty = —oEvIdac V2lf_4‘m, also ist D(f) = (z1 — 22)? = 4d. Nun ist 4d = (det P)> D(OL/Z)
z 0,1 mod 4
€ =0,1 mo

P € Myyn(Z).
Behauptung: D(O./Z) =0 mod 4
Beweis. wenn D(Op/7Z) = 1 wiire, wiire dann (det P)? = 0, aberdann _d = [* D(O./Z):

=2,3 =0,1 =1
Widerspruch. |

Es gilt also 4d = (det P)? D(Op/Z). 4 auf beiden Seiten kiirzen ergibt: d = (det P)*w und
=0 mod 4

d quadratfrei= (det P)? = 1, also ist det P = 41, also ist {1,d} eine Ganzheitsbasis. [J

Fall 2: d =1 mod 4

Behauptung: {1, %ﬁ} ist eine Ganzheitsbasis, also ist Oy, = Z[w], wobei w = 1(1+V/d)

Beweis. f = MinPolg(w) = 2 — z + [154] € Z[z] und D(f) = 1 - [4(59)] = d, d
quadratfrei, also folgt nun unsere Behauptung aus Bemerkung 14.3(ii). O]
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