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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

15.Vorlesung

26 Juni 2017

Beweis von Stickelberger.

Erinnerung (UB): Sei L/K eine endliche separable Erweiterung, {s, ..., u,} eine Basis,

n=|[L: K], o1,...,0, die verschiedene Einbettungen von L iiber K in €2; dann gilt
det(Bryk (i, p17)) = (det(oi(p;))* € Z.
£0
Sei nun {1, ..., p,} eine Ganzheitsbasis von Oy, iiber Z; es ist
D(01/2) = |3 (sign(m)osy () - o (1)
TES,
=[(Y_sign(r)...)+( Y sign(m)))?
TEA, T€SK\An
=(G-U)*eZ

wobel G o= (3 cy, ) €0, CQund U= —(3 g4, --) €0 S
Nun ist L C  galoissch. Fiir 7 € Gal(Q2/Q):

Bemerkung
01y L= Qseii€ {1,...,n}, L =5 Q-5 Q, also3j € {1,...,n}, sodaB 7o 0; = 0,
also ist die Abbildung p:i—j (p(i) =j < 7o00; = 0;) eine Permutation, d.h p € 5,.

Wir berechnen:
T(Uw(l)(/M) -+ - Ox(n) (1n)) =

T o0z ([1) - T 0 On(n)(pin) =
O por(1) (Nl) -+« Opor(n) (,un)

Daraus folgt: p € A, = 7(G) = G,7(U) = U und p € S,\A, = 7(G) = U,7(U) = G und
somit ist 7(G +U) =G+ U und 7(GU) = GU V71 € Gal(Q2/Q).

Nun ©/Q galoissch = G + U, GU € Inv(Q2/Q) o Q

G+ U,GU € Q und Z ganz abgeschlossen= G + U, GU € Z. Also ist

D(0OL])Z) = (G -U)?=(G+U)?*—4GU = (G- U)? = (G +U)? mod 4 in Z. O
" A7,
€z €

Definition 15.1
Sei L/Q ein Zahlkorper. Eine Einbettung von L in C ist reell, wenn ihr Bild in R liegt; sonst
ist sie komplex.

Bemerkung

Setze L = Q(«), [L : Q] = n, f:= MinPolg(«a), f = [[(z — ;) € C[X] mit r reellen Nullstellen
und 2s komplexen Nullstellen, so daBl n = 2s + r; dann hat L genau r relle Einbettungen in C
und 2s komplexe Einbettungen in C.
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Satz (Satz von Brill)
(Ansatz wie oben) Es gilt signD(Op/Z) = (—1)*

Beweis. Sei{a,...,an,} € Oy Basis fiir L/Q (es ist immer mdoglich, solch eine Basis zu finden,
z.B. a primitives Element in Of und «; := o). Es ist

D(ay, ..., ap) = (det P)?D(0/Z) (P € M, «,(Z) nicht unbedingt invertierbar). Insbesondere
signD(av, . .., ay,) = signD(Op/Z). Wir berechnen nun signD(1,«, ..., a" '), d.h wir berech-
nen signD(f), wobei f := MinPolg(a). Seien Bi,..., 05, 21,...,2s, 21, ..., 2s alle Nullstellen
von f in C.

f=1l@-a)= H(iv —8) [ == [J(x -2

et 14 vor. D) = Hw@'—ﬁj) [T =22 T = 20 TT o — 20 T (e — 20 T G — 200?
i<j irk ik k<l kel k<l

Bezeichnung: R, = R>? R_ := R<C,
Nun ist Hz<](ﬁ2 6])2 - RQ >0 (ﬁz ?é Bj)?

Hﬁz_zkzn i — %)% = wi € Ry

J/

-~ ~~

Analog fiir [T,_y(sx — 200 [Tyoi(Z — 21)% € Ry, also bleibt [1,,(2 — 2)? iibrig zu behandeln:
ist k # [, dann erscheinen die Faktoren z; — Z; sowie z; — Z; im Produkt, also
(Zk — Zl)(zl — 2k)2 = [— (Zk — fl)(ik — 21)]2 € R,. Letztendlich ist also

R+
sign(D(1, «, ..., " 1)) = sign([ [, (2 — Z1)?),
aber zj, — 2 € iR, also ist (2, — Zx)? € R_, also ist [[;_,(zx — Zx)? Produkt von s negativen
reellen Zahlen, und damit ist sein Zeichen (—1)°. O

Proposition 15.1
Sei L/K endlich separabel, oy,...,0, die Einbettungen von L iiber K in ), « primitives
Element, f := MinPolg(«), aq, ..., a, die verschiedenen Nullstellen von f.

Es ist D(f) = (—l)n(n . Npjr(f' (o ))
Beweis. f=]](x — ;) =

(1) f = an_%

i=1 j#i

Andererseits (per Definition der Ny k) haben wir

Nk (f'(@)) = [g=y ox(f(@) = [Tema (' (0n(@))) = Tz f' (o).

Einsetzen von ay in () ergibt

fag) = H#k(ak a;), also ist

Nk (f'(a) =11, H#k(ak a;). Wir vergleichen nun dieses Produkt mit

D(f) = Il ;crlox — a;)? In Npjx(f'(@)) erscheint jede Differenz (aj — ;) zweimal und zwar
fiir (j, k) und (k, j). Wir berechnen nun: fiir jedes k = 1,...,n, j < k = (a; — ay)? erscheint
in D(f). Dagegen erscheint

(aj — ag)(ar — ;) = —(a; — ag)? im Produk, d.h Vk = 1,...,n und j < k wird ein Faktor
(—1) beigetragen, insgesamt also (n — 1) + (n — 2) + - - - + 0 Beitréige. O
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Proposition/Beispiel

Sei f(z) = 2" + ax + b irreduzibel, a eine Nullstelle,

L:=Q(«a), n=[L:Q]. Setze v := f'(a) = na"" + a. Wir berechnen Ny, g(v) (damit wir eine
Formel fiir D(f) bekommen). Nun erfiillt a: o™ + ac + b = 0. Multiplizieren mit o' ergibt
a" ' +a+bat =0, alsoist y = —n(a+bat)+a=—(n—1)a— (nba '), dh a= W"_bl)a
und somit ist L = Q(«a) = Q(y) und n = [Q(v) : QJ.

Andererseits ist f(x+(7{ib1)a) = % € Q(x),

also f(a) = % = 0 und somit ist p(y) = 0. Nun ist aber

p(x)=(z+(n—1a)" —na(zx+ (n—1)a)" ' + (=1)"n"b""1. Also ist p(x) normiert, degp = n
und p(y) =0, d.h p(x) ist das MinPolg(y). Wir berechnen nun (Lemma 11.2)

Nro(y) = (=1)"*(n — 1)"a™ — na(n — 1)" 'a"* + (=1)"n"d"*

Also Npjg(y) = n™0" 1 + (=1)" 1 (n—1)" ta”

n(n—1)

und D(f) = (=1)" 2 (n®" 1 4+ (=1)""(n - 1)"ta")

Beispiel
f(x) = 23 — x — 1 ist irreduzibel in Q[z]. Sei a € C eine Nullstelle, berechne D(1,a, a?) =

D(f) 1% _93 ist quadratfrei, und o € Oy, (weil MinPolg(a) = f(z) € Z[z]), also ist {1, a, @}
eine Ganzheitsbasis von Oy, iiber Z und O, = Zla/.
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