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Beweis vom Hilfslemma am Ende der 18.Vorlesung. Sei 0 # 5 € D. Da [ algebraisch iiber k
KB — k(g

r +— pfx
und injektiv (weil D ein Integritdtsbereich ist), also folgt aus LA: Die Abbildung ist surjektiv.
Insbesondere gibt es ' € k[f], so daB 5" =1 € k[S]

ist, ist k[/] ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Die Abbildung ist linear

]

Notation und Terminologie

Zusammenfassung: Gebrochene Ideale in einem Dedekindbereich.

Sei R ein Dedekindbereich, K := Quot(R). Die Menge Id(R) der # 0 gebrochenen Ideale von
R ist eine abelsche Gruppe, sie enthilt die Untergruppe H(R) der gebrochenen Hauptideale.
Die Faktorgruppe KI(R) := Id(R)/H(R) heiit die Ideal Klassengruppe von R. Ihre Ordnung
ICI(R)| heifit die Klassenzahl von R.

Proposition 19.1
Ein Dedekindbereich ist genau dann faktoriell, wenn es ein Hauptidealbereich ist (d.h.: Ein
Dedekindbereich hat Klassenzahl = 1 genau dann, wenn er faktoriell ist).

Beweis. Sei R ein Dedekindbereich.

,<=" Jedes HIR ist faktoriell.

»,=" Sei nun R faktoriell; es geniigt zu zeigen, daf} jedes # 0 Primideal p ein Hauptideal ist (da
jedes Ideal ein Produkt von Primidealen ist, und das Produkt von Hauptidealen ein Hauptideal
ist). Sei 0 # a € p; dann ist a ein Produkt von irreduziblen Elementen. Da p ein Primideal ist,
enthélt p ein Primfaktor 7 von a. Nun folgt aus p O< 7 >, dafl p =< 7 >, weil < 7 > ein
Primideal, also ein Maximalideal ist (R ist Dedekind). [

Zusatz: Sei R ein Dedekindbereich. Jedes # 0 gebrochenes Ideal hat eine eindeutige Faktori-
sierung als Produkt von ganzen Potenzen von Primidealen.

Beweis. Sei a ein gebrochenes Ideal und d # 0, d € R, so dafl da <t R. Schreibe eindeutig
da = pi'...plm, p; Primideal, r; € Ny,
<d>=pi'...pin,s; € Ng. Dann ist a = [[[2, pi* ™%, ri — s; € Z. ]
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Kapitel 5: Die Klassenzahl eines Zahlkorpers

§Gitter in R"

Definition 19.1 (i) Sei{ey,..., e} linear unabhingig in R (alsom < n). Dievon {ey, ..., e}
erzeugte additive Gruppe I' ist ein Gitter der Dimension m. D.h.: " := Ze; ® - - ® Ze,,
(freie abelsche Gruppe vom Rang m).

Wenn m = n heifit I" vollstdndiges Gitter
Bezeichnung: ||z|| ist die euklisdische Norm fir z € R™.

(i) X C R™ ist beschrénkt, wenn es ein r € R, gibt, so da§ X C B,(0) :=die Kugel mit
Zentrum 0 und Radius 7.

(i) X C R™ ist diskret, wenn |B,.(0) N X| < oo fiir alle r € R,

Satz 19.1
Eine additive Untergruppe I' von (R™, 4) ist genau dann ein Gitter, wenn I" diskret ist.

Beweis. ,=* o.E. ist I" vollstandig. Sei {ey, ..., e,} eine Basis fiir R", die I" erzeugt, und v € R™.
Es gibt \; e R, sodaB v =>"" Ne;.
Definiere:
- R™ — R
f(Z )\261) — ()\1, ey )\n)
Es ist : f(B,(0)) ist beschrénkt, d.h. es existiert k, so daB ||f(v)|| <k Vv € B,(0).
Wenn v = Y7 a;e; € ' N B,.(0) (a; € Z), dann ist ||(a1, ..., a,)|| < k. Es folgt:

(%) la;| <k Vi=1,....n

Wir sehen, dafl die Anzahl von a € Z, die (x) erfiillen kénnen, endlich ist, also ist I' N B,.(0)
endlich.

»<=" Wir zeigen per Induktion nach n, daf I ein Gitter ist. Sei {gi, ..., gm} eine maximal linear
unabhéngige Untermenge von I' und setze V := Spang{gi,...,gm_1}. Betrachte Iy :=T'NV.
Dann ist I'g immernoch diskret und per Induktionsannahme ein Gitter. Seien {hy, ..., h,} eine
linear unabhéngige Menge, die 'y erzeugt. Da g1, ..., gm_1 € ['g, muss m’ = m — 1 gelten. Wir
konnen {gi,...,gm-1} durch {hy,..., hpy_1} erzetzen. (D.h.: wir konnen o.E. annehmen: jedes
Element aus Iy ist eine Z-lineare Kombination der g;).

Betrachte nun die Untermenge von I*:

T={xel|z=>" 09,0, R0<q <1li=1,....m—1und 0 <a, <1}

T ist beschrinkt (also endlich, da T' diskret ist). Wéhle 2’ € T, 2" = "1 | b;g; mit b,, kleinste
# 0 Koeflizient von g,,.

Behauptung: {¢i,...,gm_1,2'} erzeugt T' (iiber Z)

Beweis. Es ist klar, daf§ diese Menge immernoch linear unabhéngig ist. Auflerdem: fiir g € T’
gibt es ¢; € Z (|b;] € Z), so dal ¢ = g — ¢’ — Zf:ll c;g; € T, und der Koeffizient von g,
in ¢’ ist > 0 aber kleiner als b,,. Aus der Wahl von 2’ gilt nun: dieser Koeffizient ist 0, also ist
g/ € Fo. ]



Definition 19.2
Sei I' ein Gitter mit erzeugender Menge {e1,...,e,}.
T:={zxeR"|x=> ae;,0<a; <1,a; € R} heiit fundamentaler Parallelotop von T
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