
61

Algebraische Zahlentheorie

Algebra B 4 - Sommersemester 2017

Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

22.Vorlesung

20 Juli 2017

Ziel: Endlichkeit der Klassenzahl

Satz 22.1
Sei L ein Zahlkörper vom Grad n und s ∈ N fest. Dann ist |{I | I COL, N(I) = s}| <∞

Beweis.

Behauptung 1: Sei J COL. Dann ist N(J) ∈ J .

Beweis. N(J) = |OL/J | ⇒ ∀x ∈ OL, N(J)x ∈ J .

Behauptung 2: Seien I, J COL, I 6= 0, J 6= 0.
Es ist I ⊆ J ⇒ IJ−1 COL.

Beweis. J−1 = (OL : J) = {x ∈ L | xJ ⊆ OL}

Sei nun J COL mit N(J) = s. Dann ist
< s >⊆ J , also ist < s > J−1 COL. Setze I :=< s > J−1. Wir haben < s >= IJ . Die Eindeu-
tigkeit der Primfaktorisierung zeigt, daß die Menge der Primideale, die in der Faktorisierung
von J erscheinen, eine Untermenge von der Menge der Primideale, die in der Faktorisierung
von < s > erscheinen, ist. Außerdem: Wenn für p Primideal pν in der Faktorisierung von J und
P µ in der Faktorisierung von < s > erscheint (µ, ν ∈ N), ist dann ν ≤ µ.
Setze µ := vp(< s >). Wir sehen also, daß es höchstens

∏
p|<s>(vp(< s >) + 1) Möglichkeiten

für J gibt, insbesondere endlich viele.

Satz 22.2 (Minkowski Schranke)
Sei L/Q ein Zahlkörper. Dann gibt es cL ∈ R+, so daß: ∀0 6= aCOL∃0 6= α ∈ a mit

(†) N(< α >) ≤ cLN(a)

Beweis. Später (siehe 23. Vorlesung).

Korollar 22.3
Sei L/Q ein Zahlkörper. Es gilt:

∀q̄ ∈ Kl(L) := Kl(OL) ∃aCOL, so daß ā = q̄ und N(a) ≤ CL

Erinnerung: Kl(L) = Id(OL)/H(OL) = Kl(OL) ist die Klassengruppe des Zahlkörpers L,
wobei Id(OL) = die Gruppe der gebrochenen Ideale unf H(OL) = die Untergruppe der gebro-
chenen Hauptideale.
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Beweis. Sei q̄ = qH(OL), q ∈ Id(OL)⇒ ∃d 6= 0, d ∈ OL und bCOL, so daß

(∗) q−1 =
1

d
b

Satz 22.2 ⇒ ∃β ∈ b, so daß

(†) |NL/Q(β)| ≤ cLN(b)

Betrachte

(∗∗) a := βb−1,

da < β >⊆ b gilt a C OL. Also ist q
(∗)
= db−1 (∗∗)

= dβ−1a d.h qa−1 = OL(dβ−1) ∈ H(OL). Wir
berechnen N(a)N(b) = N(ab) =

(∗∗)
N(< β >) ≤

(†)
cLN(b), es folgt N(a) ≤ cL.

Erinnerung: hL := |Kl(L)| ist die Klassenzahl des Zahlkörpers L.

Satz 22.4 (Endlichkeit der Klassenzahl)
Kl(L) ist endlich (d.h. hL ∈ N)

Beweis. Sei q̄ ∈ Kl(L) und aCOL mit N(a) ≤ cL und q̄ = ā. Dann ist 0 < N(a) ≤ bcLc. Wir
bekommen eine surjektive Abbildung von {aCOL | N(a) ≤ bcLc} nach Kl(L) und

{aCOL | N(a) ≤ bcLc} =
⋃bcLc
s=1 {aCOL | N(a) = s} ist endlich wegen Satz 22.1

Wir wollen nun (†) beweisen. Dafür kehren wir zum Ansatz am Ende der 20. Vorlesung und
definieren eine Abbildung σ : L→ LR wie folgt: σ(α) = (σ1(α), . . . , σs(α), σs+1(α), . . . , σs+t(α)).

Bemerkung
σ ist Q-linear

Satz 22.5
Sei 0 6= aCOL, dann ist σ(a) ein vollständiges Gitter.

Beweis. Sei {α1, . . . , αn} ⊆ OL eine Basis für L/Q.

Behauptung: {σ(α1), . . . , σ(αn)} ist eine Basis für LR als R-Vektorraum.

Beweis. Setze für i = 1, . . . , n
vi := (σ1(αi), . . . , σs(αi); Re σs+1(αi), Im σs+1(αi), . . . , Re σs+t(αi), Im σs+t(αi)) ∈ Rs+2t.

Vergleiche A =

v1

. . .
vn


mit V(13. Vorlesung).

Erinnerung: V =

σ1(α1) . . . σs(α1) σs+1(α1) σs+1(α1) . . . σs+t(α1) σs+t(α1)
...

...

σ1(αn) . . . σs(αn) σs+1(αn) σs+1(αn) . . . σs+t(αn) σs+t(αn)


In ÜB haben wir berechnet: 0 6= (detV)2 = D(α1, . . . , αn) (da {α1, . . . , αn} Basis ist). Aber
man kann A durch elementare Spaltenumformungen aus V bekommen (siehe Berechnung weiter
unten), also ist auch detA 6= 0.

Nun ist a ein freier Z-Modul vom Rang n (21. Vorlesung), also wählen wir nun {α1, . . . , αn} ⊆ a.
Wir haben σ(a) = SpanZ{σ(α1, . . . , σ(αn)} (da σ Q-linear ist) ein vollständiges Gitter.
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Wir berechnen nun genau detA =?.

Erinnerung: Für z ∈ C, i =
√
−1, Re z = z+z̄

2
und Im z = z−z̄

2i

Wir analysieren die Spaltenumformungen auf V :. . . σs+1(α1) σs+1(α1) . . .
...

...

. . . σs+1(αn) σs+1(αn) . . .

 I+II−→

. . . Re σs+1(α1) σs+1(α1) . . .
...

...

. . . Re σs+1(αn) σs+1(αn) . . .


wobei:
I: (s+ 1)-te Spalte von V wird mit 1

2
multipliziert.

II: Addiere die (s+ 2)-te Spalte zur (s+ 1)-te Spalte.

III+IV−→

. . . Re σs+1(α1) Im σs+1(α1) . . .
...

...
. . . Re σs+1(αn) Im σs+1(αn) . . .


Wobei :
III: (s+ 2)-te Spalte minus (s+ 1)-te Spalte.
IV: multipliziere mit i.
Wiederhole für (s+ 3)-te bis (s+ t)-te Spalte, insgesamt t mal. Alles zusammen ergibt:
detA = (1

2
i)t detV .
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