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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

22.Vorlesung

20 Juli 2017

Ziel: Endlichkeit der Klassenzahl

Satz 22.1
Sei L ein Zahlkérper vom Grad n und s € N fest. Dann ist |[{I | I <Op, N(I) = s}| < o0

Beweis.
Behauptung 1: Sei J < Oy. Dann ist N(J) € J.
Beweis. N(J)=|0./J| = Vr € O, N(J)x € J. O

Behauptung 2: Seien I,J <O, 1 #0,J # 0.
Esist ICJ=1J"1'<0;,.

Beweis. J ' =(Op:J)={rxeL|xzJCOL} O

Sei nun J < Oy mit N(J) = s. Dann ist

<s>C J, alsoist < s> J 1 <10;. Setze [ :=< s > J~'. Wir haben < s >= IJ. Die Eindeu-
tigkeit der Primfaktorisierung zeigt, dal die Menge der Primideale, die in der Faktorisierung
von J erscheinen, eine Untermenge von der Menge der Primideale, die in der Faktorisierung
von < s > erscheinen, ist. Aulerdem: Wenn fiir p Primideal p” in der Faktorisierung von J und
P in der Faktorisierung von < s > erscheint (u, v € N), ist dann v < p.

Setze pu := vy(< s >). Wir sehen also, dafl es hochstens [], _ . (v,(< s >) + 1) Mdglichkeiten
fiir J gibt, insbesondere endlich viele. O]

Satz 22.2 (Minkowski Schranke)
Sei L/Q ein Zahlkorper. Dann gibt es ¢;, € R, so dafl: VO # a < O30 # «a € a mit

(1) N(<a>) <cN(a)
Beweis. Spéter (siehe 23. Vorlesung). O

Korollar 22.3
Sei L/Q ein Zahlkorper. Es gilt:

Vg e KI(L) :=KIl(Or) Fa<Op,sodala=qund N(a) <Cp,

Erinnerung: Ki(L) = 1d(O.)/H(OL) = KIl(Op) ist die Klassengruppe des Zahlkorpers L,
wobei 1d(Op) = die Gruppe der gebrochenen Ideale unf H(Oy) = die Untergruppe der gebro-
chenen Hauptideale.
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Beweis. Sei q=qH(OL), q€ 1d(Or) = 3d #0,d € O und b < Oy, so daB

(%) q ' ==b

Satz 22.2 = 46 € b, so daf3

(1) |NLjo(B)] < cLN(b)
Betrachte
() a:=pb",

(#x

da < 8 >C bgilt a<Op. Alsoist ¢ 2 db~' = dg'a dh qa' = OL(dB~) € H(OL). Wi
berechnen N(a)N(b) = N(ab) = N(< S >) < ¢ N(b), es folgt N(a) < cr.
()

()
[l
Erinnerung: h; := |KI(L)| ist die Klassenzahl des Zahlkorpers L.

Satz 22.4 (Endlichkeit der Klassenzahl)
KI(L) ist endlich (d.h. hy € N)

Beweis. Sei q € KI(L) und a < Of mit N(a) < ¢ und g = a. Dann ist 0 < N(a) < |cz]. Wir
bekommen eine surjektive Abbildung von {a < Op | N(a) < |¢z]} nach KI(L) und

{a <0, | N(a) < |er)} = U {a < OL | N(a) = s} ist endlich wegen Satz 22.1 O
Wir wollen nun (}) beweisen. Dafiir kehren wir zum Ansatz am Ende der 20. Vorlesung und
definieren eine Abbildung o : L — Ly wie folgt: o(a) = (o1(), ..., 05(a), 0s11(), ..., 05s14(x)).
Bemerkung

o ist Q-linear

Satz 22.5
Sei 0 # a < Op, dann ist o(a) ein vollstandiges Gitter.

Beweis. Sei {aq,...,a,} C Of eine Basis fiir L/Q.

Behauptung: {o(ay),...,0(ay,)} ist eine Basis fiir Lg als R-Vektorraum.

Beweis. Setze fir i =1,....,n
Vg = (01(%‘)7 e 7Us(ai); Re Us+1(ai)7 Im Us+1(ai>7 ..., Re Us+t(041‘); Im Us+t(az‘)) € RoT2,
0

Vergleiche A =
Un

mit V(13. Vorlesung).

o) ...o5(a1) o) ospi(an) oo osp(an)  Oee(an)
Erinnerung: V = : :

o1(an) ... os(an) osii(an) osii(an) .. Osai(an) osri(an)
In UB haben wir berechnet: 0 # (det V)? = D(ay,...,a,) (da {ay,...,a,} Basis ist). Aber

man kann A durch elementare Spaltenumformungen aus V bekommen (siehe Berechnung weiter
unten), also ist auch det A # 0. O

Nun ist a ein freier Z-Modul vom Rang n (21. Vorlesung), also wihlen wir nun {a;, ..., a,} C a.
Wir haben o(a) = Spang{o(ai,...,o(a,)} (da o Q-linear ist) ein vollstéandiges Gitter.
[l
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Wir berechnen nun genau det A =7.
. . .. . . +z o =
Erinnerung: Firz € C,i=+—1, Re z=** und Im 2z = 5=

Wir analysieren die Spaltenumformungen auf V:

Us+1(a1) O's+1<041> .. .. Re O'S+1(Oél) 0's+1(Oél)

Osr1(an) osi1(ay) ... ... Reosi(an) osii(an)
wobei:

I: (s 4 1)-te Spalte von V wird mit i multipliziert.
II: Addiere die (s + 2)-te Spalte zur (s + 1)-te Spalte.

Re Us+1(041) Im Us+1(061)
IIT+]V . .
—

Re o541(ay,)  Im ogpq (o)

Wobei :

III: (s + 2)-te Spalte minus (s + 1)-te Spalte.

IV: multipliziere mit <.

Wiederhole fiir (s + 3)-te bis (s + t)-te Spalte, insgesamt ¢ mal. Alles zusammen ergibt:
det A = (34)" det V.
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