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25.Vorlesung

27 Juli 2017

Ziel: \(OF) C H ist ein vollstdndiges Gitter. Es geniigt dafiir, €1,...,€54.-1 € OF zu fin-
den, so dafl {\(e1),..., A(€ss¢—1)} € H R-linear unabhéngig ist. Diese letzte Vorlesung hat als
Hauptziel, die folgende Proposition 25.1 zu beweisen und daraus D.E.S zu folgern.

Proposition 25.1
ey, .. €001 € OFysodal |oy(eg)| <1 furl #k,l=1,....,s+t,k=1,...,s+t— 1.

Beweis. Spiter. n
Wir kénnen nun schon Aufgrund von Proposition 25.1 den Beweis fiir D.E.S fortsetzen. Seien
€1,...,€s1¢—1 wWie in Proposition 25.1. Wir zeigen:

(%) {A(€1), ..., A(€s4¢—1)} ist linear unabhéngig.

Betrachte die Matrix A mit (k,[)-tem Eintrag

Ay =loglo(er)], k=1,...,s+t—1,1=1,...,s+t—1.

Um (%) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dal A invertierbar ist. Durch elementare Spaltenum-
formungen (multipliziere die letzte ¢t — 1 Spalten mit 2) bekommen wie eine Matrix A’ mit den
folgenden Eigenschaften:

(i) Ay < 0 fiir k £ 1 (Joy(ex)] < 1= log |or(eg)]| < 0)

(i) S, 4 > 0 (2,4 = S loglou(en)] + 2200 loglou(en)] = —2log |oyi(er)], da
)\(Ek) € H.

Nun ist aber log |os14(ex)| < 0, also —2log |osy¢(€x)| > 0.)

Hilfslemma
Sei A’ eine m X m matrix, die die Eigenschaften (i)+(ii) erfiillt. Dann ist A’ invertierbar.

Beweis. UA O]

Damit ist D.E.S bewiesen.

Wir miilen nur noch Proposition 25.1 beweisen. Ansatz wie in der 22 und 23 Vorlesung.

Bemerkung 1. Ly ist nicht nur ein R-Vektorraum, sondern eine R-Algebra (mit Kompo-
nentenweise Multiplikation versehen).

2. Fiir x € Ly definiere die “Norm von z” wie folgt:

N(z) = ][i2 v H;:l TsrjTors = [Li @i H;:1 |54
(Bemerke, dal Ny g(a) = N(o(a))Va € L, dies begriindet die Terminologie “Norm von
.1,77.)
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Unsere Hauptbehauptung nun ist: 3¢ > 0,¢ € R so dafl Vax € Lr mit % < |N(z)| <1,
de € OF, so daB |zoy(e)| <e Vi=1,...,s+t.

Bemerke, dafi Hauptbehauptung=-Proposition 25.1:

Beweis. fiir jedes k =1,...,s+t—1 wahle z € Lg mit |[N(z)| =1 aber |z;| > ¢ fiir [ # k
(ausgleichen mit dem k-te Komponente). Unsere Hauptbehauptung liefert ¢, € O, so daf3
|zi07(ex)| < ¢ VL. Insbesondere wenn [ # k, ist |oy(€x)| < ¢/|x;| < 1 wie erwniischt. [

Wir bemiihen uns letztendlich darum, die Hauptbehauptung zu beweisen. Wir werden dafiir
Minkowski’s Satz anwenden.
Sei x € Lg mit N(z) # 0. Wir zeigen zunéchst, dafl xzo(Op) ein vollstandiges Gitter in Ly ist.
Bemerke: Da Op <1 Oy, ist, wissen wir schon, dal 0(Op) ein vollstandiges Gitter in Lg ist (siehe
22. Vorlesung), also dafl zo(Op) ein vollstandiges Gitter fiir x = (1,...,1) ist.
Sei {ai,...,a,} eine Z-Basis fir Op, also {o(ay),...,0(ay)} ist R-linear unabhéngig und
xo(Op) =x0(o)Z & --- & xo (o) Z.
Wir zeigen: {xo(ay),...,xo(a,)} ist R-linear unabhéngig. Dafiir betrachten wir wie immer die
Matrix

zo(ay)
A= : € Mat, «,(R). Analogue Berechnungen wie frither zeigen, daf

xo(ay,)
| det(A)| = 27| det x|, wobei y die Matrix mit i-te Zeile gleich

r101() ... 2505(v)  Tsy10511()  Tor10s41(0s) ...

ist. Wir wollen also det x berechnen. Jede Spalte hat einen gemeinsamen Faktor, und zwar
entweder z; oder z;, wir sehen also, dafl det x = N(x)detV, wobei wie immer V;; = 0;(c;).
Wir bekommen auflerdem 0 # | det(A)| = 27| N (z)|\/|D(OL/Z)| (siehe 21. Vorlesung). Also ist
zo(Op) ein vollstindiges Gitter und analogue Berechnungen wie in der 22. Vorlesung ergeben:
v(T,) = |det A| = 27N (2)|\/|D(OL/Z)| (wobei T, := {.P von xo(O})). Insbesondere wenn
1 <|N(z)| €1, dann ist

(%) u(T,) < 27'V/|D(OL/Z)]
(unabhéngig von z)

e Seinun X C Ly konvex symmetrisch beschriankt, so daf v(X) > 2727 /|D(O./Z)| (z.B.
X = Bg(0) mit R grof§ genug)

Sei Re Ry, sodall [N(y)| < R Vye X.

Minkowski und (*x) ergeben:

1
(% % %) Vo € Lg mit 3 <|N(z)| < 1,30 # a € O, so dafl zo(a) € X

(Minkowski mit Gitter zo(Or) und X anwenden)

Betrachte nun Z := {aO;, < O, | Iz € Lg, 3 < [N(z)| <1 und zo(a) € X} (T ist wegen
(* * %) eine nicht leere Menge von Hauptidealen.)

Wir berechnen: aOp, € T = 3z € Lg, so daB 3 < |[N(z)] <1
N(@o(@)] < B = [N@)IN(o(a))] < B = [N(o())] < R/} = 2R

2
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Wir haben berechnet : YaOy, € T gilt N(aOp) < 2R.
Also ist Z eine endliche Menge, d.h. Z = {5,0y, ..., 5,0}, Br # 0.

Sein nun € Lg mit 3 < [N (z)| < 1. (% * *) liefert 0 # o € Oy, so daB a0y, € Z, d.h.
dk, so dafl aOp, = 6,0y

Setze € = a3, *. Dann ist zo(e) = zo(a) o(B; 1) € o(B 1) X.
~——

ex
Wir haben gezeigt: Vo € Lg mit 2 < |[N(z)| < 1, Je € OF, so daB zo(e) € UL, o(5; ) X.
Da X beschrinkt ist, so ist o(3, )X Vk=1,...,m.
Es folgt: (J;—, o(B; )X ist beschrinkt.

Endlich wéhlen wir eine Schranke c fiir diese beschrinkte Menge.



