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Algebraische Zahlentheorie

Algebra B 4 - Sommersemester 2017

Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

3.Vorlesung

4. Mai 2017

§Einheiten
Wir berechnen nun explizit die Einheiten in Z[ω].

(1) Norm auf Q(
√
D):

N : Q(
√
D)→ Q

N(a+ b
√
D) = (a+ b

√
D)(a+ b

√
D)

= (a+ b
√
D)(a− b

√
D)

= a2 − b2D

(2) (i) D ≡ 2, 3 mod 4, ω =
√
D

N(r + s
√
D) = r2 − s2D ∈ Z, r, s ∈ Z.

(ii) D ≡ 1 mod 4, ω = 1+
√
D

2
, α ∈ Z[ω], α = r + s1+

√
2

2
, r, s ∈ Z.

Berechne:N(α) = (r + s
2
)2 −D( s

2
)2, also N(α) = r2 + rs+ 1−D

4
s2 ∈ Z.

Damit ist bewiesen: N(α) ∈ Z für α ∈ Z[ω]

(3) N : Z[ω]→ Z ist durch N(α) = N(r+ sω) = (r+ sω)(r + sω) = (r+ sω)(r+ sω) gegeben,
wobei r, s ∈ Z und

ω =

{
−
√
D falls D ≡ 2, 3 mod 4

1−
√
D

2
falls D ≡ 1 mod 4

Behauptung: r + sω ∈ Z[ω] (prüfe es!)

(4) Die Norm ist mulktiplikativ (prüfe es)

(5) Behauptung: α ∈ Z[ω]× ⇔ N(α) = ±1

Beweis.
”
⇒“α ∈ Z[ω]× ⇒ ∃β ∈ Z[ω] mit αβ = 1, also ist N(αβ) = N(α)N(β) = 1 also

N(α) ∈ Z× ⇒ N(α) = ±1.

”
⇐“ Sei N(r+sω) = ±1, r, s ∈ Z, also ist (r+sω) (r + sω)︸ ︷︷ ︸

∈Z[ω]

= ±1 also ist r+sω invertierbar

in Z[ω] mit Inverse ±(r + sω).

Bemerkung 3.1
Betrachte die Diophantine’sche Gleichung x2−Dy2 = ±1 (die Pell’sche Gleichung). Wir haben
gezeigt: x, y ∈ Z ist eine Lösung⇔ x+ yω ∈ Z[ω]×
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Kapitel 2: Moduln

1. Moduln

2. Moduln über HIR

3. Noether’sche Moduln

§Moduln
R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 3.1 (i) Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe (M,+) versehen mit einer Ver-
knüpfung (Skalarmultiplikation):

R×M → M
(r, x) 7→ rx

,

so dass für alle x, y ∈M und r, s ∈ R Folgendes gilt:

(1) 1.x = x

(2) r(sx) = (rs)x

(3) (r + s)x = rx+ sx

(4) r(x+ y) = rx+ ry

(ii) Eine Untergruppe N ≤M ist ein Untermodul, wenn RN ⊆ N .

Beispiel 3.1 (i) R = K Körper.

K-Modul=K-Vektorraum.

Untermodul=Unterraum.

(ii) R = Z.

Z-Modul=abelsche Gruppe.

Untermodul=Untergruppe.

(iii) M = {0} trivialer Modul.

(iv) M = R ist ein R-Modul.

Untermodul=Ideal von R.

Definition 3.2
Seien M,N zwei R-Moduln.

(i) Ein R-Moduln Homomorphismus ist ein Gruppenhomomorphismus φ : M → N , so dass
φ(rx) = rφ(x) für alle x ∈M und r ∈ R.
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(ii) Sei N ≤ M ein Untermodul. Die Faktorgruppe M/N ist ein R-Modul, wenn sie mit der
folgenden Skalarmultiplikation versehen ist:

R×M/N → M/N
(r, x+N) 7→ rx+N

(iii) Bezeichnung: HomR(M,N) := {φ : M → N | φ ist ein R−Modul Homomorphismus}

Lemma 3.1
Seien M,N, V drei R-Moduln.

(i) φ ∈ HomR(M,N) ∧ ψ ∈ HomR(N, V )⇒ ψ ◦ φ ∈ HomR(M,V ).

(ii) φ ∈ HomR(M,N)⇒ ker(φ) ≤M ∧ Im (φ) ≤ N .

(iii) φ ∈ HomR(M,N) bijektiv⇒ φ−1 ∈ HomR(N,M), φ ist dann einR-Modul Isomorphismus.

(iv) (Projektion) Sei N ≤M ein Untermodul.

π : M → M/N
x 7→ x+N

ist ein R-Modul Homomorphismus.

(v) Wenn N ≤ M , induziert π eine Bijektion zwischen den Untermoduln von M , die N
enthalten, und den Untermoduln von M/N .

Beweis. Übungsaufgabe.

Proposition 3.2 (Homomorphiesatz für Moduln)
Sei φ ∈ HomR(M,N); es gilt M/ ker(φ) ∼= Im (φ)

Beweis. Übungsaufgabe.

Definition 3.3 (i) Die Summe einer Familie (Mi)i∈I von Untermoduln eines R-Moduls M
ist ∑

i∈I

Mi = {
∑
i∈I

xi | xi ∈Mi und xi = 0 für fast alle i}

Es ist
∑

i∈IMi ≤M . (ÜA)

(ii) Für a ∈M sei Ra := {ra | r ∈ R} ≤M . (ÜA)

(iii) Sei A ⊆M . Der von A erzeugte Untermodul von M ist∑
a∈A

Ra

(iv) M ist endlich erzeugt, wenn es A ⊆M existiert mit A endlich und M =
∑

a∈ARa.

Lemma 3.3
Für A ⊆M ist

∑
a∈ARa der kleinste Untermodul von M , der A enthält.

Beweis. ÜA.
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Definition 3.4 (i) Die direkte Summe einer Familie (Mi)i∈I von R-Moduln ist der R-Modul⊕
i∈I

Mi := {(xi)i∈I ∈
∏
i∈I

Mi | xi = 0 für fast alle i}

mit r(xi)i∈I = (rxi)i∈I für r ∈ R.

(ii) Ein R-Modul M ist direkte Summe einer Familie (Mi)i∈I von Untermoduln (in Zeichen
M =

⊕
i∈IMi) wenn der R-Modul Homomorphismus⊕

i∈IMi → M
(xi)i∈I 7→

∑
i∈I xi

ein R-Moduln-Isomorphismus ist.

(iii) Sei M ein R-Modul und N ≤ M ein Untermodul. Existiert ein Untermodul V ≤ M mit
M = N

⊕
V , so heißt N direkter Summand von M und V ein Komplement zu N .
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