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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

6.Vorlesung

15. Mai 2017

Beweis vom Satz 5.4. Betrachte den Homomorphismus:

¢o: M — M/MtOr
r T

Nun ist M /M., endlich erzeugt, also ( Satz 5.3) ist er frei.
Lemma 5.5 liefert ' < M, F frei mit M = ker(¢)@ F und ¢ [ F : F = M /M, damit ist
dimp F' = dimg M /M,,, eindeutig bestimmt. O

Wir werden nun M,,, weiter untersuchen; wir untersuchen also endlich erzeugte Torsionsmoduln.

Definition und Notation (a) Fiir r € R ist M[r| .= {z € M | r& = 0} der r-Torsionsmodul.

(b) M[r>] := Uy M[r*].

Bemerkung 6.1
{0} # M = M, endlich erzeugter Torsionsmodul = Ja € R,a # 0 mit aM = 0 (Seien
v1, ..., 0, Erzeuger, a,...,a, € R mit a; # 0 und a;v; = 0; setze a 1= a; ... ay,).

Lemma 6.1
Sei M endliche erzeugter Torsionsmodul und wéhle 0 # a € R mit aM = 0 und a = bc mit
99T (b,c) = 1. Es ist M = M|[b] @ M]|c].

Beweis. Es existieren z,y € R mit 1 = xb + yc. Sei v € M; es ist v = xbv + ycv. Dann
ist bv € M[c] und yev € M[b], also M = MI[b] + M|c]. Sei v € M[b] N M|c|; wir rechnen
v = (xb+ yc)v = xbv + ycv = 0. O

Satz 6.2
Sei 0 # M endlich erzeugter Torsionsmodul. Dann ist

M = & MIp™]
p prim mit M [p>]#0

Bemerkung 6.2
M endlich erzeugt = |{p € R | p prim und M [p>] # 0}| < oo.

Beweis. Wihle a # 0 mit aM =0, a € R. Lemma 6.1 und Induktion anwenden ergibt
M = Mla] = ) M[p~]
pla,p prim,M [p>]#£0
O
Bemerkung 6.3

Die Darstellung héngt nicht von a ab; ist ndmlich M = M[b], ¢ prim, ¢ | b aber ¢ { a, dann ist
99T (a,q) = 1 und damit M = M|aq| = Ma] P M|q] = M, also M[q] =0
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Satz 6.3
Sei 0 # M endlich erzeugt; p € R prim mit M [p>®] # 0. Dann existiert eine eindeutige Folge
1<y <---<vyseN;sodaBB Mp®|=Z R/ <p" >@---B R/ <p” >.

Korollar 6.4 (Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber HIR)
Sei R ein HIR und M ein R-Modul. Ist M endlich erzeugt iiber R, so ist

s t;
M=R'EPEPR/<p >

i=1 j=1

mit eindeutigen d,s € Ny, pq,...,ps paarweise verschiedene Primelemente, t, € N und 1 <
vig < - <y, € N

O

Fiir den Beweis vom Satz 6.3 brauchen wir einiges (Terminologie, Bemerkung, Lemma).

Terminologie:

L. Y1,...,Ym € M sind unabhéngig wenn Span{yi,...,yn} = @, Ry;, oder die folgende
dquivalente Bedingung gilt: a1y1 + -+ + apym = 0 = a;y; = 0 fir ay,...,a, € R
Vi=1,...,m.

Bemerkung 6.4
lineare Unabhéngigkeit=- Unabhingigkeit immer; die Umkehrung gilt fiir Torsionsfreie
Moduln.

¢, R — Rx
e S
Ein erzeuger fiir I, heifit eine Periode fiir z.

Bemerkung 6.5 (i) Sei 0 # M = M|[p”] ein p”-Torsionsmodul. Sei x # 0, x € M, dann ist
eine Periode fiir z (bis auf Einheit) der Gestalt p’ mit [ < v; in der Tat sei [ := die kleinste
natiirliche Zahl, wofiir es gilt p'z = 0.

2. Seix € M, ; es gelten I, := ker(¢,) ist Hauptideal und R/I, = Rx.

(ii) ist ¥ minimal dafiir, dal M = M[p”], so gibt es x € M mit Periode genau p”.

(iii) Seizy € M mit Periode p”; setze M := M/Rz,. Es ist M = M[p"] und fiir jeden Vertreter
y von 4 € M mit Perioden p' beziehungsweise p' gilt [ > [.

(iv) Ist p” minimal dafiir, da8 M = M[p”] und p* minimal dafiir, da8 M = M|[p"], dann gilt
<.

Lemma 6.5

Sei p € R prim, M = M[p’], » > 1 und minimal dafiir. Wahle z; € M mit Periode p”.
Setze M := M/Rx,. Seien 7, ...,¥n € M unabhingig. Dann gibt es Vertreter y; € 7; mit
Periode(y;)=Periode(y;) und so dafl z1,y1, ..., ¥y, unabhingig.

Beweis. Sei ij € M mit Periode p”, 1 < n. Sei y € 7 ein Verterter. Dann ist p"y = 0 oder
p"y € Rxy, also

(1) Py = p°cr

fir c € R,p t ¢,s < v (weil Primfaktorisierung in R vorhanden ist). Ist s = v, dann gilt
p"y = p’x1c = 0, also y hat Periode < p™ und damit genau = p”, und so ist der Fall erledigt.
Is aber s < v, dann hat p*cz; Periode p*~* und damit hat y Periode p"*t”~*, also muss
n+v—s <wv gelten (weil p* M = 0), also n < s, wir sehen also, dafl y — p*"cxy € g (vgl (1))
und hat Periode p™.

Fortsetzung vom Beweis folgt in der 7. Vorlesung. [



