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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

7.Vorlesung
18. Mai 2017
Fortsetzung vom Beweis von Lemma 6.5. Sei nun y; Vertreter von ¢; mit gleicher Periode. Wir
zeigen: xy, Y1, - - -, Ym sind unabhéngig. Seien a,aq,...,a, € R mit
(1) ary +ayr + -+ aplp =0

Dann ist a1 + - - - + @y, = 0, also muss a;y; =0 Vi sein.
Ist p™ die Periode von g;, dann gilt p™ | a;; p™ ist aber Periode fiir y;, also gilt a;y; = 0 fiir alle
i und damit ist (zurtick in (1)) auch ax; = 0.

]

Beweis vom Satz 6.3. M|[p™] endlich erzeugt=- O.E. M = M[p*>*| und 3x; € M mit Periode
p"t, v € N minimal so da8l M = M]|p"']. Betrachte M|p|; da M|p|] p-torsion ist, ist eine
Skalarmultiplikation
R/ <p>xMlp] — Mlp|
(a+<p>zx) +— ax

wohldefiniert (a1 = a = (a — a1) = pas = (a1 — a)x = agpxr = 0). Also ist M[p] ein R/ < p >-
Vektorraum. o
Analog ist M[p] ein R/ < p >-Vektorraum, wobei M := M/Ruz;.

Behauptung: dim M|p] < dim M[p] als R/ < p >-Vektorridume.

Beweis. Seien %1, ... %, linear unabhingig in M[p]. Lemma 6.5 liefert y; € ; mit Periode p,
so daB z1,y1,. .., Ym unabhiingig. Setze z; := p”*~!z;. Dann hat 2, Periode p, z; € M[p] und
21,YLy - - - Ym € M[p] sind immernoch unabhingig. O

Wir zeigen nun die Existenzaussage im Satz. Wir argumentieren per Induktion nach dimpg, - .
O.E.ist M # 0 (sonst ist M = Rxy 2 R/ < p” >). [A= M = M[p>*] = Riy @ --- ® RZs und
die Periode von z; ist p** (d.h Rz; @ R/ <p” > firi=2,...,5) mit 1 <y <1p <+ <.
Lemma 6.5= dx,,..., x5 € M so da} x; Periode p”i hat und z1, ..., x, unabhingig, d.h
M=Mp®|=ZRx;® - - @Rxs ZR/<p">@---OR/<p»>mit ] <) <1<+ <y
wie behauptet.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit.

Sei

(%) 0#M=Mp>~|=R/<p">&---®R/ <p' >

mit g := p, maximal und py < -+ < pg, d.h M = M[p*] 2 M[p"~!']. Beachte, da}

Mlp|, M[p?]/M]p], ..., M[p"]/M[p"~'] alle R/ < p >-Vektorrdume sind. Aus (x) folgt ausser-
dem, daf: Mp] < pit>/<p>@---p<ptt>/<ph >

(weil (R/ < p™ >)[p] =<p™ ' >/ <p™ > und (N & K)[p] = N[p] & K[p] (UA) und

R — <p™il>/<pm>

ein surjektiver Homo-
— pm Tl < p™ > J

dimp/cps < pti=! >/ < phi >=1. (weil

morphismus mit Kernel < p > ist.)
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Also ist dimp/<p> M[p] = s = §{¢ | @y > 1}. Schreibe nun

(xx) M[pQ]%@R/<p>@@<p’“‘2>/<p“i>

Hi=1 Hi>1

Aus (xx) folgt:

M) /Mpl = @P (< p 2>/ <p" >)/(<p Tt > ) <ph>)
Hi>2
d.h
M)/ Mp) =@ <p 2>/ <pt>
Hi>2

(und < p™ 2 > / < p™ ' >= R/ < p >), also ist dimp/<ps M[p?|/Mp] = 8{i | p; > 2}.
Allgemeiner berechnen wir dimpg/,> Mp™]/Mp™ | = #{i | p; > m} fir m = 1,2,...,p.
Insbesondere:

dimp<ps M[p*]/M[p"~ = 8{i [ e > p} = £{i | s = p} O

§Noethersche Moduln
Sei R ein Ring, M ein R-Modul.

Lemma 7.1
Folgende Aussagen sind dquivalent fiir M:

1. jeder N < M ist endlich erzeugt

2. jede aufsteigende Kette N; < Ny < ... von Untermoduln wird stationdr, d.h 3¢ mit
Ni = Ni—i—l =...

3. jede @ # U Menge von Untermoduln von M besitzt ein inklusionsmaximales Element.
Beweis. siehe néachste Vorlesung. ]

Definition 7.1
M ist noethersch, wenn eine der Bedingungen (1) < (2) < (3) erfiillt ist.



