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Fortsetzung vom Beweis von Lemma 6.5. Sei nun yi Vertreter von ȳi mit gleicher Periode. Wir
zeigen: x1, y1, . . . , ym sind unabhängig. Seien a, a1, . . . , am ∈ R mit

(‡) ax1 + a1y1 + · · ·+ amym = 0

Dann ist a1ȳ1 + · · ·+ amȳm = 0, also muss aiȳi = 0 ∀i sein.
Ist pri die Periode von ȳi, dann gilt pri | ai; pri ist aber Periode für yi, also gilt aiyi = 0 für alle
i und damit ist (zurück in (‡)) auch ax1 = 0.

Beweis vom Satz 6.3. M [p∞] endlich erzeugt⇒ O.E. M = M [p∞] und ∃x1 ∈ M mit Periode
pν1 , ν1 ∈ N minimal so daß M = M [pν1 ]. Betrachte M [p]; da M [p] p-torsion ist, ist eine
Skalarmultiplikation

R/ < p > ×M [p] → M [p]
(a+ < p >, x) 7→ ax

wohldefiniert (ā1 = ā⇒ (a− a1) = pa2 ⇒ (a1 − a)x = a2px = 0). Also ist M [p] ein R/ < p >-
Vektorraum.
Analog ist M [p] ein R/ < p >-Vektorraum, wobei M := M/Rx1.

Behauptung: dimM [p] < dimM [p] als R/ < p >-Vektorräume.

Beweis. Seien ȳ1, . . . ȳm linear unabhängig in M [p]. Lemma 6.5 liefert yi ∈ ȳi mit Periode p,
so daß x1, y1, . . . , ym unabhängig. Setze z1 := pν1−1x1. Dann hat z1 Periode p, z1 ∈ M [p] und
z1, y1, . . . , ym ∈M [p] sind immernoch unabhängig.

Wir zeigen nun die Existenzaussage im Satz. Wir argumentieren per Induktion nach dimR/<p>.
O.E. ist M 6= 0 (sonst ist M ∼= Rx1

∼= R/ < pν1 >). IA⇒ M = M [p∞] ∼= Rx̄2 ⊕ · · · ⊕ Rx̄s und
die Periode von x̄i ist pνi (d.h Rx̄i ∼= R/ < pνi > für i = 2, . . . , 5) mit 1 ≤ ν1 ≤ ν2 ≤ · · · ≤ νs.
Lemma 6.5⇒ ∃x2, . . . , xs ∈M so daß xi Periode pνi hat und x1, . . . , xs unabhängig, d.h
M = M [p∞] ∼= Rx1 ⊕ · · · ⊕ Rxs ∼= R/ < pν1 > ⊕ · · · ⊕ R/ < pνs > mit 1 ≤ ν1 ≤ ν2 ≤ · · · ≤ νs,
wie behauptet.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit.
Sei

(∗) 0 6= M = M [p∞] ∼= R/ < pµ1 > ⊕ · · · ⊕R/ < pµs >

mit µ := µs maximal und µ1 ≤ · · · ≤ µs, d.h M = M [pµ] !M [pµ−1]. Beachte, daß
M [p],M [p2]/M [p], . . . ,M [pµ]/M [pµ−1] alle R/ < p >-Vektorräume sind. Aus (∗) folgt ausser-
dem, daß: M [p] ∼=< pµ1−1 > / < pµ1 > ⊕ · · ·⊕ < pµs−1 > / < pµs >
(weil (R/ < pm >)[p] =< pm−1 > / < pm > und (N ⊕K)[p] ∼= N [p]⊕K[p] (ÜA) und

dimR/<p> < pµi−1 > / < pµi >= 1. (weil
R → < pm−1 > / < pm >
x 7→ pm−1x+ < pm >

ein surjektiver Homo-

morphismus mit Kernel < p > ist.)
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Also ist dimR/<p>M [p] = s = ]{i | µi ≥ 1}. Schreibe nun

(∗∗) M [p2] ∼=
⊕
µi=1

R/ < p > ⊕
⊕
µi>1

< pµi−2 > / < pµi >

Aus (∗∗) folgt:

M [p2]/M [p] ∼=
⊕
µi≥2

(< pµi−2 > / < pµi >)/(< pµi−1 > / < pµi >)

d.h
M [p2]/M [p] ∼=

⊕
µi≥2

< pµi−2 > / < pµi−1 >

(und < pm−2 > / < pm−1 >∼= R/ < p >), also ist dimR/<p>M [p2]/M [p] = ]{i | µi ≥ 2}.
Allgemeiner berechnen wir dimR/<p>M [pm]/M [pm−1] = ]{i | µi ≥ m} für m = 1, 2, . . . , µ.
Insbesondere:
dimR/<p>M [pµ]/M [pµ−1] = ]{i | µi ≥ µ} = ]{i | µi = µ}

§Noethersche Moduln
Sei R ein Ring, M ein R-Modul.

Lemma 7.1
Folgende Aussagen sind äquivalent für M :

1. jeder N ≤M ist endlich erzeugt

2. jede aufsteigende Kette N1 ≤ N2 ≤ . . . von Untermoduln wird stationär, d.h ∃i mit
Ni = Ni+1 = . . .

3. jede ∅ 6= U Menge von Untermoduln von M besitzt ein inklusionsmaximales Element.

Beweis. siehe nächste Vorlesung.

Definition 7.1
M ist noethersch, wenn eine der Bedingungen (1)⇔ (2)⇔ (3) erfüllt ist.
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