23

Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

8.Vorlesung

22. Mai 2017

Beweis von Lemma. (1) = (2): Setze N :=J, N;, N < M.

Seien x1,...,x, € N mit N := Spang{zy,...,2,} und i € N, so da§ {xy,...,z,} C N;. Dann
ist N C N; und damit N; =N =N;,; =....

(2) = (3): Sei N7 € U nicht maximal. Dann gibt es Ny € U mit N; C N,. Wiederhole mit
Ny: Ny € Ny € N3 C ... usw. Diese Prozedur muf nach endlich vielen Schritten anhalten und
damit ein maximales Element produzieren.

(3) = (1): Sei N < M und U die Menge aller seinen endlich erzeugten Untermoduln. Es gilt
U # @ weil {0} € U. Sei N' = Spang{zy,...,x,} ein maximales Element von Y. Ist N 2 N’,

existiert dann x € N\N’' und Spanp{zy,...,z,, x} 2 N’: Widerpsruch. ]

Definition 8.1
M ist noethersch, wenn eine der dquivalenten Bedingungen erfiillt ist. Ein Ring R ist noethersch
heilt also: Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

Lemma 8.1
Sei N < M.
M ist noethersch < N ist noethersch und M /N ist noethersch.

Beweis. ,=“ N' < N = N' < M = N’ endlich erzeugt. Also ist N noethersch.

Sei nun A/N < M/N, wobei A < M und N < A. Also ist A endlich erzeugt und damit auch
A/N.

,<=“Sei A< M.

Ubungsaufgabe= A+ N/N = A/ANN.

Nun A+ N/N < M/N = A+ N/N endlich erzeugt, d.h A/AN N endlich erzeugt

und ANN < N = AN N endlich erzeugt.

Lemma 4.2 impliziert nun, dass A endlich erzeugt ist.

Korollar 8.2
M, My noethersch=- M; & Ms noethersch.

Beweis. My @ My/M; = Mj ist noethersch und M; ist noethersch. ]

Korollar 8.3
Sei R noethersch und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M noethersch.

Beweis. Lemma 5.1= M = R"/K.
Korollar 8.2= R" = R® --- @ R ist noethersch (Induktion).
Lemma 8.1= M ist noethersch. O

Satz (Hilbert Basissatz)
Sei R noethersch, dann ist R[x] noethersch.
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Beweis. Sei I <1 R|x]. Betrachte J := {a € R | a ist Leitkoeffizient von f € I'}.

Es ist ein Ideal von R (UA), also gibt es fi,..., f, € I, so daB die Leitkoeffizienten ay, . . ., a,
von fi,..., f, das Ideal J erzeugen. Setze d := max; deg f; und betrachte den endlich erzeugten
R-Modul M, := Zf;ol Rz', d.h den R-Modul der Polynome vom Grad < d.

Korollar 8.3= M, ist noethersch, also ist My; N I < M, endlich erzeugt.

Seien g1, ..., gm € I Erzeuger davon.

Behauptung: I =< fi,..., 0,91, -, Gm >

Beweis. D ist klar.

Sei nun f € I. Wenn deg f < d, dann ist f €< ¢q,..., ¢, >. O.E. gilt also

deg(f) =: k+ 1 > d. Wir argumentieren per Induktion iiber k. Wir multiplizieren f; mit einer
geeigneten Potenz z' und bekommen f/ € I mit deg(f]) = k+1. Sei f' =" r;if!, so dass f’
und f den gleichen Leitkoeffizient haben. Also ist deg(f — f’) < k und per Induktionsannahme
gilt f—f e< fi,.oo,fu, 01, ,9m >. Daaber f' €< fi,..., fu,91,...,9m > ist, bekommen
wirnun f €< f1,. .., fu 91y -5 Gm > ]

]

Korollar 8.4
R noethersch=- R[zy,...,x,] noethersch.

Erinnerung: Sei R C S eine Ringenerweiterung und Y C S eine Untermenge. Dann ist R[Y]
unsere Notation fiir den kleinsten Unterring von S, der R|JY enthilt.

Wenn Y = {y,...,y,} endlich ist, dann schreiben wir dafiir Ry, ..., yn].

Der Evaluation-Homomorphismus

ev, Rlzy,...,xz,] — Rly1,...,un
f(x17"'7xn) H f(yl""7yn)

~

ist surjektiv, also gilt Rlyi,...,yn] = R[z1, ..., 2,]/ker(ev,) (ein Faktorring von Polynomring),
d.h R[y1,...,yn] besteht aus Polynomen in {yi,...,yn}-

Beispiel 8.1

Sei R = K ein Korper, S = L eine Korpererweiterung von K. Sei a € L algebraisch iiber
K. Dann hat ev, : K[zx] — KJ[a] einen nicht-tivialen Kern, ker(ev,) =< MinPolg () >, also
ist K|a] =2 Kz]|/ker(ev,) mit ker(ev,) maximales Ideal. Wir schen also: K[a] ist bereits ein
Korper, und damit gilt K[a] = K(«).

Korollar 8.5
Sei R noethersch, S = Rlay, ..., a,| eine Ringererweiterung. Dann ist S noethersch.

Beweis. Rlay,...,a,] = Rlxy,...,x,]|/ker(evs). Nun Korollar 8.4 und Lemma 8.1 anwenden.
[



Kapitel 3: Ganzheit

Erinnerungen

Definition 8.1
Sei R C S Ringererweiterung

a) a € S ist ganz iiber R < 3f € R[z| normiert mit f(a) = 0.

b) R C S ist eine ganze Ringererweiterung < jedes « € S ist ganz iiber R.
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