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Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

9.Vorlesung

29. Mai 2017

Proposition 9.1

Seien R, S integritatsbereiche, R C S und o € S. Es gilt: « ist genau dann ganz iiber R, wenn
es einen endlich erzeugten R-Untermodul M # 0 von S gibt, so dafl aM C M.

(In der Tat kénnen wir M = R|a] nehmen).

Beweis. ,=*“ Sei o™ +ria" ' +---4+1r,=0,r; €R.
Behauptung: Spang{l,a,...,a" '} := M hat die gewiinschte Eigenschaft.

Beweis. o € """ Ra', also ist
alag+ara+ -+ a, 10" = aag + a0 + -+ a, 20"+ a, "

€5 Rat
m

="
Erinnerung (Cramer’s Formel): Seien dy,...,d, € R, C eine n x n Matrix mit Eintrdgen in
R, C' = (c¢;), und sei C; die Matrix, die man bekommt, nachdem wir die j-te Spalte von C

dq T
durch | : | ersetzen. Sei X := | : | eine Losung fiir

d, Ty

dy
CX=1]":

dy,

Es gilt: det(C)z; = det(C;)Vy

Sei nun M # 0 endlich erzeugt mit aM C M und vy, ..., v, € S Erzeuger fiir M. Fiir alle ¢ gilt
av; = Y a;;v; fiir a;; € R. Umschreiben ergibt ein Gleichungssytem:

(Ck — CL11)U1 — A1V — -+ = 0

—a921V1 + (Oé — CLQQ)UQ — =0

=0
0
Sei C' die Koeffizienten-Matrix. Cramers Formel ergibt fiir Cv = | :
0

det(C)v; = det(C) =0
Da es mindestens ein j gibt mit v; # 0 (weil 0 # M), v; € S und det(C) € S und S
integritétsbereich= det(C') = 0.
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Das Berechnen dieser Determinante ergibt schliesslich eine Gleichung
a"+ca” 4 ¢, =0 (UA).

Né)tation
R = {a € 5| «aist ganz iiber R}.

Proposition 9.2

Seien R C S Erweiterung von Integritédtsbereichen. Der ganze Abschluf3 R’ von Rin S ist ein
Unterring von S.

Beweis. Seien «, f € S ganz iiber R, 0 # M, 0 # N endlich erzeugte R-Untermoduln von S,
so dafl aM C M und SN C N. Definiere MN :={>_ m;n; | m; € M,n; € N}.
Es ist:

(a) MN # 0 ist R-Untermodul von S

(b) MN ist endlich erzeugt (wenn {ey,...,e,} M erzeugt und {f1,..., f,} N erzeugt, dann
erzeugt {e;f; |i=1,...,m,j=1,...,n} MN).

(c) MN ist abgeschlossen unter multiplikation durch a3 und a £ 3 (d-h afMN C MN und
(a £ B)MN C MN, (UA)).

Anwendung von Proposition 9.1 ergibt: af und « & 3 sind ganz iiber R. [

Korollar 9.3
Seien R C S Integritdtsbereiche. Es gilt: S endlich erzeugt als R-Modul= S ist ganz iiber R.

Satz 9.4
Sei R ein Integritdtsbereich, K := Quot(R), L/K eine algebraische Kérpererweiterung und R

der ganze Abschlufl von R in L. Es gilt: L = Quot(EL).
Fiir den Beweis brauchen wir eine:

Proposition 9.5
Sei R ein Integritétsbereich, K := Quot(R),L/K eine Korpererweiterung und « € L algebraisch
iiber K. Dann gibt es d € R mit da ganz iiber R.

Beweis. « erfiillt
(%) Q"+ a4+ a, =0

mit a; € K = Quot(R). Sei d € R, so dafl Vi,da; € R. Multiplizieren von () mit d™ ergibt
d™a™ + a1 d™a™ ! + -+ 4, d™ = 0, doh (da)™ + (a1d)(da)™ T 4 -+ @ d™ =0 O

Beweis vom Satz 9.4. o € L ldsst sich schreiben als o = djo‘, de R,da € }_%L, d.h a € Quot(RF),
also Quot(R*) D L. Da die Inklusion Quot(R%) C L offensichtlich ist, ist der Satz bewiesen. [

§Ganz abgeschlossene Integritédtsbereiche

Definition 9.1 x
Ein Integrititsbereich R ist ganz abgeschlossen < R~ = R, wobei K := Quot(R)

Beispiel 9.1 )
Faktorielle Integritdtsbereiche sind ganz abgeschlossen (UB)
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Wir hatten gezeigt: R faktoriell, L/ K Korpererweiterung, o € L algebraisch iiber K, dann ist
a ganz iiber R < MinPolg(a) € R[z].
Wir verallgemeinern nun dieses:

Proposition 9.6
Sei R ein Integritétsbereich, K = Quot(R) und L/K eine algebraische Korpererweiterung. Wir
nehmen an, daf§ R ganz abgeschlossen ist. Es gilt : a € L ist ganz tiber R < MinPolg(«) € R|x]

Beweis. ,<=“:v
,="“:Sei € L und a; € R, so daf

() Q™+ a ™t e a,, =0

Setze f(x) = MinPolg(a) € K|x]. Wir arbeiten in einem Zerfallungskorper fiir f und behaup-
ten: alle Nullstellen von f(x) sind ganz iiber R

Beweis. Sei o eine Nullstelle, dann gilt
K(a) = K(o/) mit o = Id und o+
anwenden von o auf (x) ergibt
(@)™ + (@)™ 4 - = 0
[

Es folgt, dafl alle Koeffizienten von f(x) (diese Koeffizienten von f(x) sind ja elementare sym-
metrische Polynome in den Nullstellen von f(x)) sind ganz tiber R (da die Menge aller ganzen
Elementen ein Teilring ist). Diese Koeffiziente sind andererseits in K = Quot(R), also R ganz
abgeschlossen = alle Koeffiziente sind € R. O]
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