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1. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 18. Oktober 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 3. November 2015)

Kapitel 1: § 1 Korper

Definition (i) Eine Verkniipfung (oder bindre Operation) (auf einer Menge G) ist eine
Funktion:

*: G x G = d.

Bezeichnung =« (g,h) :=g=xh
ii) Sei G % 0.

Das Paar (G, *) ist eine Gruppe, wenn

Assoziativ - (gxh)xk=gx(hxk) Vg, h kG
Je € G s.d.
exg=g=gxe VgeG

Vg € G3h € G s.d.
g*h=e=h*g

Neutrales Element

Ex. von Inversen

NB: Eindeutigkeit von neutralem Element und Inversen; siehe UB.

Kommutativ - gxh=hxg VYh,g
oder abelsch

Bezeichnung 7 := Menge der ganzen Zahlen, Q (rationale),
R := Menge der reellen Zahlen.

Beispiel D (Z,4),Q,+),(R,+)
H) (va')7(RX7')
Bezeichnung Q* = Q\{0}
R* =R\{0}

1) F = {f|f: R — R}
Verkniipfung: f,g € F definiere f + ¢ : R — R mit
(f+9)(r):=f(r)+g(r) VreR

Neutrales Z: R—R
Z(r)y=0 VvVreR



Vorlesung "Lineare Algebra 1"

Inverse

Bezeichnung

Beweis

Behauptung

Eindeutigkeit

- Wintersemester 2011/2012 (Uberarbeitet im Wintersemester 2015/2016) 3

—f:R—=R

(=f)(r) :==(f(r)) VreR.

Dies sind abelsche (siche Ubungsblatt fiir nicht abelsche) und unendliche
Gruppen. Wir konstruieren nun Beispiele von endlichen Gruppen.

N:={1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen
No:={0,1,...} = {0} UN.

7, = die Menge der ganzen Zahlen

Divisionsalgorithmus:
Seien a,b,€ Z; b> 0.3 q,r € Zmit 0 <r <bund a =bg+r.

Betrachte zunéchst den Fall a > 0. Falls 0 < a < b setze ¢ := 0 und r := a,
sonst a > b. Betrachte die Menge S := {s € N;sb < a}. 1 € S also S # ); und
S ist endlich. Setze ¢ := max S

r:=a—qb (also r =0 gdw a = ¢b)

0<r<b
~——

r>0
gilt per Definition.

Widerspruchsbeweis:
Wenn r > b, dann a —gb > bie. a > gb+bie. a>(¢g+1)b, alsog+1€ S
aber ¢ + 1 > ¢. - Widerspruch.

a=qb+r
a = qab+ 1y } ().

Also von (1) : 0= (g2 — q1)b+ (r2 — 71).
Widerspruchsbeweis:
Wenn 7 > 79, dann (1, — r9) > 0. Also ergibt sich aus (f) :
0<(ri—72)=(g2—q)b

b>0

>0,

Also (QQ — CI1) > 0. Also (QQ — ql)b > b.
Andererseits: 71 < b und 9 < b also (1, — ry) <

(b — 7‘2) S b.
Mit (%) erhdlt man einen Widerspruch: linke Seite in (%) :< b; rechte Seite in
(%) :> b. - Widerspruch.

Also r; = ro und mit (t) bekommt man auch ¢; = ¢o. Sei nun ¢ € Z, ¢ < 0.
Wenn ¢ = 0, setze ¢ := 0 und r := ¢, ¢ = 0 = 0b + 0. Wenn ¢ < 0, setze
a:= (—c), dann ist a > 0. Also Jlg,r mit 0 < r < bund a = bg + r.

r=0 = c=-a = b(—q)
r#0 = c¢c=—-a = b(—q)+ (-r)
= b(—q)—b+(b—r)
= b(—g—1)+(b—r)
= b[—(¢g+1)]+(b—r)
o<r<b
also 0 > —r > —b
also b > (b—r) > 0. O
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2. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 21. Oktober 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 3. November 2015)

Aus Divisionsalgorithmus: Sei n € N; n > 1. Z, := {0,...,n — 1} ist die
Menge der “Reste” fiir die Division durch n.

Bezeichnung a € 7Z; @ := Rest der Division von a durch n.
ie. a=gn+a 0<a<n
ie. mitae{0,...,n—1}.
Wir definieren eine Verkniipfung:
Fiir x,y € Z,, definiere x +, y := x + y.

Behauptung (Z,,+) ist eine abelsche Gruppe.

Fall 1 n=1 Z, = {0} die triviale Gruppe.
Fall 2 Sei n > 2. Die Verkniipfung ist wohldefiniert.

Kommutativ? Seien z,y € Z,,. t +, y =y +pn x ?
L.S. berechnen:

T4,y = Tty = Y+ = Y +nT
Def. von +, weil (Z,+) Def. von +,
abelsche Gruppe

Assoziativ? Seien x,y, z € Z,,.

(@ +ny) tnz = T+, (Y+n2)

?

Berechne L.S.:
Setze x +y =1 und | + 2 := ro.
Also x +y=qn+ry, und r1 + 2z = gan + 7ro.
Also (z4vy) + 2z = (¢1 + g2)n + 2. (%)

Berechnung der R.S.:

Setze y + z :=rz und x + r3 ;= ry.

Also y+ 2z =qgsn +r3 und = + r3 = @un + 4.
Also z+ (y + 2) — gsn = qun + r4.

Also z + (y+ 2) = (g3 + @a)n + 74 (%)
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Nun vergleiche (%) und (x*) und beachte, dass (z +y) + 2z =z + (y + 2) in Z.

Also (z4+y)+2z = (1+@)n+rn =
v (y+2) = (@+q)n+r

Eindeutigkeit von Rest im Divisionsalgorithmus = r, = ry4

ieex4+y+z=ax+y+=z

ie. (x 4+, y) +n 2z =2+, (y +, 2) wie erwiinscht.

e Ex. von neutralem Element 0 € Z,,. Sei z € Z,,.
r+,0 = =x
?
r+,0=24+0=17.
Aber fiir x € Z,, gilt T = x. Also z 4+, 0 = x.

e Ex. von additiven Inversen.
Sei x € {0,1,...,n— 1}. Falls x = 0, setze —z = 0.
Sei nun x # 0 und setze —z := (n — x) € Z,.

Es gilt © 4, (—z) = 2 + (—x) =7 = 0 wie erwiinscht.

Definition 1 Ein Tripel (R, +, ) ist ein Ring mit Eins, falls:

R ist eine nichtleere Menge und

+, - sind Verkniipfungen auf R und

(R, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € R und (R, )
ist ein Monoid, d.h.

- ist assoziativ und es existiert 1 € Rmit x-1=1-2 =2 Vr € R und

1 # 0 und

die Distributivitédtsgesetze gelten:

Links r-(y+2)=(x-y)+(r-z) Vr,y,z € R und
Rechts (y+2)- 2=y -z)+ (2 -x)Vr,y,2 € R

Definition 2 Ein Ring (R, +, ) ist kommutativ falls z -y =y - x Va,y € R.
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Beispiele

Bezeichnung

Definition 3

Bemerkung

Beispiele

Frage

<Z7 =+, ')7 (@7 =+, ')7 (R7 -+, )

Gibt es endliche Beispiele?
Auf Z,, definieren wir: z -, y := Ty.

Ubungsaufgabe: Priife, dass fiir n > 1 (Z,, 4y, -») ein kommutativer Ring mit
Eins ist.

F* .= F\{0}.
(F,+,-) ist ein Korper, falls F # 0, (F,+) und (F*,")

abelsche Gruppen sind mit 0 bzw. 1 als neutrale Elemente, 1 # 0 und die
Distributivitatsgesetze gelten.

Also (F,+,-) ist ein Korper, falls (F,+, ) ein kommutativer Ring ist und alle
x € F* sind multiplikativ invertierbar, d.h. 3IX~' € F* mit z - X! = 1.

(Q,+, "), (R, +, ) und spiter (C, +, -) sind Kérper.
Gibt es endliche Korper? Insbesondere betrachten wir nun die Frage:

Ist der Ring (Z,, +, -) ein Korper?
Wir werden zeigen: (Z,, +, -) ist ein Korper, genau dann, wenn n = p Primzahl.
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Lemma 1

Beweis

Bemerkung

Korollar 1

Beweis

Definition 1

3. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 25. Oktober 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 5. November 2015)

Am Freitag, 21.10.2011, haben wir gesehen, dass fir n > 1 (Z,, +n, ) €in
kommutativer Ring mit Eins ist. Wir wollen nun zeigen, dass (Z,, +n, ) €in
Kérper ist, genau dann, wenn n = p eine Primzahl (Definition siehe unten) ist.

“é”:
Jeder Korper ist ein Integritdtsbereich, d.h. aus xy = 0 folgt x = 0 oder
y=0, Va,y.

Sei zy =0 und x # 0. Also x Y zy) =27'0=0, d.h. (z72)y=1y=y=0.
U

Hier haben Wi.I: benutzt:
Vz(2.0) = 0. (Ubungsaufgabe).

Sei nun n > 1. Wir zeigen:
Sei n > 1,(Zy, +n, n) Korper = n = p ist eine Primzahl.

Annahme: n ist keine Primzahl. Alson =zy mit 1 <z <n,1 <y <n.
Also z,y, € Z,,x # 0,y # 0, aber -, y = Ty = 0. Also ist (Z,, +n,n) kein
Korper. 0

Cﬂ¢77 .
Wir wollen nun zeigen, dass n = p Primzahl = (Z,, +,, -;) ist ein Korper.

Dafiir wollen wir explizit die multiplikativen Inversen berechnen: Der Euklidi-
sche Algorithmus.
(i) (positive) Divisoren
a,b € Z;b > 0;a = bq + r. Falls r = 0: b teilt a; Bezeichnung: b | a.
b ist ein Divisor von a oder a ist ein Vielfaches von b.

(ii) p € N (also p > 1) ist eine Primzahl, falls 1 und p die einzigen (positiven)
Divisoren von p sind.

(iii) N > d ist ein gemeinsamer Teiler von a und b falls d | @ und d | b
(schreibe: d ist gT'(a,b)).

(iv) N 3 d ist der groBte gemeinsame Teiler von a und b (Bezeichnung: d =
99T (a,b)), falls d gemeinsamer Teiler und d die grofite natiirliche Zahl
mit dieser Eigenschaft ist.
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Rekursion (p)

Behauptung

Lemma 1

Beweis

Bemerkung 1

Bemerke: Die Menge der gemeinsamen Teiler zweier Zahlen a und b mit b # 0
enthélt stets die 1, ist also nicht leer und auflerdem durch das Maximum von
a und b nach oben beschriankt. Also existiert zu je zwei solchen Zahlen der
grfite gemeinsame Teiler.

Aquivalent:

Vd' :d € N und d' gemeinsamer Teiler von a und b gilt: d’ | d.
Der Euklidische Algorithmus (zum Berechnen von ggT'(a,b)):
a,be€ Z; b>0; bla= ggT(a,b) =10

sonst:

a;b Vﬁ O<ri<b

b/ZT1QQ/+T2 0<ry<r

rL=T243 + 13 0<r3<re
Tj-1 = Tj4j+1 -+ Tj+1 0< i1 <75
T'n—3 = Th—2Gqu-1 T+ Tpn-1 0< Tn-1 < Tp—2
Trn—2 = Th_1(qn + 7, O0<r, <r,_1
n maximal mit T # 0

Absteigende Folge von natiirlichen Zahlen muss anhalten nach
0<r, <rp_1<...<79<mr <bendlich vielen Schritten.

T'n = ggT(CL, b)
Die Behauptung folgt aus:

a=bg+r = ggT(a,b) = ggT(b,7)
Setze d := ggT(b,r)

(1) d|bund d | r = d| aalsodist gT(a,b)

(2) Ferner d' |aund d' | b = d |a—bgie d |r. Alsod |d.
Also d = ggT'(a,b) wie behauptet. O

Und ferner in (p):
Tn = ggT(Tn—h Tn—2) Well

Tn | Thot
und =T | Thoo
Tn | Th
und d' | rp—q, d|rpo = d' | (ron_2 —rn_1qn), ie. d | r,
Also (in (p)): g9T'(a,b) = ggT'(b,r1) = ggT(r1,12) = ... = ggT(rp_1,7n—2) =
T
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Definition 2

Bemerkung 2

Beweis

Bemerkung 3

Bemerkung 4

Eine lineare Kombination von a und b (iiber Z) ist eine ganze Zahl v der
Gestalt:
v := aa + b wobei «, f € Z.

Wir haben sténdig die folgende Tatsache benutzt:
d|aund d | b = d teilt jede lineare Kombination von a und b.

v=add + pd't = d(ad + 5b') O

Riickwérts EA:

99T (a,b) = r, ist eine lineare Kombination (iiber Z) von a und b:
Rekursion:

T, = ’T’n_g ‘ - ’rn_l ‘ Gn- Aber hier werden nur r,_1,7,_o benttigt.

Tn—1 =7Tp-3 — Th—2 Qn—1

Also 'n =Tn—2 — [Tn—3 — T'n—2 Qn—l]q'rp
Hier werden nur r,,_s, r,_3 benotigt.

Verfahre so weiter.

Fiir numerische Beispiele und Berechnungen siehe Ubungsblatt.

99T (a,b) = ggT(b,a) (a,b > 0).
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Korollar 2
Bezeichnung

Beweis

Proposition
Frage

Definition

Lemma 1

4. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 28. Oktober 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 3. November 2015)

n = p ist eine Primzahl = (Z,,+,,,) ist ein Korper.

F

p

(Zy, 4, ) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Sei nun = € Z,, x # 0.
Wir wollen zeigen: Jy € Z, mit Ty =z -, y = 1.

10

Nunz € {1,...,p—1} und p prim = g¢7(x,p) = 1. Also Ja, € Z mit a # 0.

ar + fp = 1. (%)

Also ax = (—=f8)p+ 1. A priori a € Z, nehme @ € {1,...,p—1}.
(Bemerke, dass @ # 0, sonst p |o. Aber dann im (x) p | 1; Unsinn).

Alsoa=qp+@ ()
(#%) in (x) ergibt: (¢gp + @)z + fp = 1.

Also ax + qrp + Bp = 1.

Alsoar+ (gz+B)p=1 =ar=—(qz+),p+1 (% * %)
mit o € 7Z,.

Setze a 1= y.

Berechne x -, y = Ty = 1 aus (% % *) und Eindeutigkeit von Rest in DA.

UA fiir UB: Zeige folgende
Sei p eine Primzahl, a,b € N. Wenn p | ab, dann p | a oder p | b.

Gibt es andere endliche Korper?

(Charakteristik)
Sei K ein Korper, definiere
die kleinste natiirliche Zahl (n > 2) wofiir
Char (K) = I1+1+ 25 +1=0 falls existiert
n-mal
0 sonst

(Bezeichnung: 1 + ...+ 1-mal := n.1.)
—_——
le Char (K)=0falls1+1+4+...+1#0firalleneN.
~—_——

n-mal

Char (K) # 0 = Char (K) = p eine Primzahl.

O
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Beweis Sein #0 n = Char (K).
n nicht prim = n =nny mit 1 <n; <n firi=1,2.

Also0=1+1+...+1=(1+...+1)(1+...+1)=0.
N e’

. S J/

ninomal n1-mal no-mal
Alsol+...+1=0o0der 1+...+1=0- Widerspruch. 0
1 1
ni-ma no-ma,
Beispiele 2 Char (F,) =p
Char (Q) = Char (R) =0

[weil 1 >0
alsol1+1>04+1=1>0

I+1+... +1=(0+...+1)+1>1+...+1) >0
—_————— —_— N——_——

n+1lmal nmal nmal

Bemerkung und & C K ist ein Teilkorper, falls 0,1 € k,
Definition k abgeschlossen unter x + y, xy, —x, z~ ' fiir z # 0.
Bemerke: Char (k) = Char (K).

. (1) Char (K)=p>0 und
Lemma 3 K endlich = { 2) | K|=p leN
Beweis (1) Wir zeigen die Kontraposition: Char (K) =0 = K unendlich.

Wir behaupten: ny,nes € N, ny #£ny =
I+ F1#1+.. +1
ni n2
Ohne Einschriankung (OE) ny > no; (ng —ng) >0
(14+...+41)—(1+4+...41)=(14... 4+ 1) =0 - Widerspruch.

N N S
~ ~~ ~

ni n2 ni—na2

(2) Datfiir brauchen wir lineare Algebra! Also spéter! (Basis und Dimension)

Beispiel 4 K =T,(t) ist der Korper der rationalen Funktionen iiber dem endlichen Kérper
F,.
K unendlich; aber Char (K) = p > 0. Dafiir brauchen wir Polynomringe.
Spater!

Bemerkung Also K unendlich #- Char (K) = 0.
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Kapitel 1: § 2 Lineare Gleichungssysteme

Definition 1 (i) Sei n € N, und K ein Korper. Eine lineare Gleichung iiber K in den
Variablen x1, ..., x, und Koeffizienten in K ist eine Gleichung der Form:
ar1+ ..., +a,x, =0 (%)
wobei aq,...,a,,b € K.

Terminologie a; ist der Koeffizient der Variablen x;.

(ii) Ein n-Tupel ¢ := (c1,...,¢,) € K™ ist eine Lisung der Gleichung (%),
falls die Identitét
aicy + ...+ apc, = b gilt in K.

Beispiele a) \/51:1, +mxy = € ist eine 1. G. iiber R.
b) 2,/x1 + mx3 = e ist keine 1.G. iiber R.

c¢) Linie: y = ax + b ist die Gleichung (a,b € R, a := Steigung; b := y -
intersect) einer Geraden (in der Ebene R?) : [.

Umschreiben: x5 — az; = b.
Losung: P: Punkt in R* P = P(cy,c;) mit Koordinaten ¢; und ¢y ist eine
Losung gdw P € [, d.h. P liegt auf [.

e

o1 x-Achss

W

Ed
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5. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 4. November 2011

(WS 2015/2016: Korrekturen vom 4. November 2015)

Definition 1 (i) Seien m,n € N. Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und
n Variablen iiber K ist:
a1121 +... .+ appr, = bl G1 = b1
2121 + ...+ asr, = bg G2 = bg
(5) :
1Tt +...+ ampn = by, G, = b,

(ii) Eine Ldsung fir (S) ist z = (z1,...,2,) € K™ ein n-Tupel, so dass z
eine (simultane) Losung fiir alle Gleichungen in (.S) ist.

Notation L(S) :={z € K";z ist Losung }
L(S): die Losungsmenge.

Ziel Finde und beschreibe L(S).

(iii) (9) ist homogen, falls b; = 0 fir alle i = 1,...,m.
(iv)
v

(v)

)

(S) ist konsistent, falls L(S) # ().

(S) ist ansonsten inkonsistent (L(S) = ().

(S) homogen = z = 0 := (0,...,0) € L(S) (die triviale Losung). Also
insbesondere (S) homogen = (.5) konsistent.

Beispiel 1 3 Gleichungen in 3 Variablen iiber R
O0xy 4+ Ozy + 223 = 6

(Sl) 2%1 + 21‘2 + 01’3 = 4

T + OZL‘Q + 0%3 = 1

(Typ 1 - Umformung)
Vertauschen der ersten mit der dritten Gleichung ergibt

I =1
2[)31 + 2[E2 = 4
2{23'3 = 6

(Typ 3 - Umformung)
Addition des (—2)-fachen der ersten Gleichung zur zweiten:

I =1

QIQ = 2

2.733 = 6
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Typ 1:

Bemerkung I

Typ 2:

Bemerkung II

(Typ 2 - Umformung)
Multiplikation der Zweiten und der dritten Gleichung mit 1/2 ergibt schliellich:

I =1
(SQ) i) = 1

1’3:3

Damit ist (1, 1,3) eine Losung (priife durch Einsetzen).

L(S;) ={(1,1,3)}? Die Frage ist, ob man durch die Umformung obiger Glei-
chung keine Losungen verloren hat.

Wir wollen zeigen, dass die Losungsmenge unter den elementaren Gleichungs-
umformungen invariant ist. Wir untersuchen sie nun.

Vertauschen .
G, b )
_ 7. G: = b
(S1) @ 5 o Typ 1 / 70 (S2)
Gj = bj Gz — bz
G, = by, )

() (S2) Typl (S)

(ii) 2 Losung von (S;) = x Losung von (S3)

Multiplizieren einer Gleichung mit \ € K*

(G = b Gy = b )
\ Gm - bm Gm J

(i) (S2) Typ2 (S1) (Multiplikation durch A~1)

(ii) G; =b; = \G; = A\b; (folgt aus Korperaxiome), also
z Losung von (S) = z Losung von (.Sz)



Vorlesung "Lineare Algebra 1" - Wintersemester 2011/2012 (Uberarbeitet im Wintersemester 2015/2016) 15

Typ 3: Addieren des A-fachen der i-ten Gleichung zur j-ten Gleichung
1 # A e K
( G1 == bl G1 - b
Gz = bz Gz - bz
(S1) Typ 3
G] — b] )\Gz + G] - /\bz + bj
Gn = by Gm = b,

\

Bemerkung 111 (i) (S2) Typ3 (S1)
(Addition (—A)-fach der i-ten Gleichung zur j-ten)

(11) Gl =b, = )\Gl = A\b; und addiere G]’ = bj
also (Korperaxiome) AG; + G; = \b; + b;.
Also z Losung von (S;) = x Losung von (Sz)

Definition 2 (S2) ist dquivalent zu (Sy), falls man (Ss) aus (S7) durch endlich viele elemen-
tare Gleichungsumformungen erhélt.

Bemerkung IV Durch Bemerkung I (i), IT (i) und III (i) bekommt man sofort:
(S) &dquivalent (S7) = (S1) &quivalent (.53).
Also sagen wir: (S7) und (S3) sind dquivalent.

Satz 1 Aquivalente Systeme haben die gleiche Losungsmenge.

Beweis Aus Bemerkung I (ii), IT (ii) und IIT (ii) haben wir:
L(S1) C L(Sy).
Aus Bemerkung I (i), IT (i) und III (i) bekommt man nun umgekehrt
L(S3) C L(Sy). Also L(Sy) = L(S2).

Bemerkung Wir werden die Umkehrung vom Satz spéter studieren!
Also wollen wir die Gleichung umformen, um “einfachere” Systeme zu bekom-

men. Wir miissen den Begriff “einfacher” formalisieren. Dafiir fithren wir nun
Matrizen ein.
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Definition 3

Darstellung

Kapitel 1: § 3 Matrizen

Seien m,n € N. Eine m x n Matrix iiber K ist eine Familie in K der Gestalt

A = (aij)1<i<mi<i<n

wobei a;; € K fiir alle ¢, j.

(i)

(i)

S; = j-te Spalte

aix - Qip

m-Zeilen = Lo + R; :=i-te Reihe
Qm1  ° Amn
1 n-Spalten

Die Koeffizientenmatriz zum System (.S) ist
ain v Qin
A(S) =

Am1 = Amnp

und die erweiterte Koeffizientenmatrix ist
aip - Qin b
(A)D) :=
m1 - Qmn bm
Matrix-Darstellung von (S) ist: Az = b, wobei
1
x =
T,
(Eine n x 1 Matrix mit Variablen als Koeffizienten.)

und

(Eine m x 1-Matrix iiber K.)

Die elementaren Zeilenumformungen von Typ 1, Typ 2 und Typ 3 ent-
sprechen genau den elementaren Gleichungsumformungen.

Seien A, B m x n Matrizen. A und B sind Zeilendquivalent, falls man B
aus A durch endlich viele Zeilenumformungen erhélt (und / oder umge-
kehrt).

Das ist die Matrix analog von Definition 2 fiir Systeme.
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Satz 2 (Matrix analog von Satz 1)
Bei elementaren Zeilenumformungen (auf die erweiterte Koeffizientenmatrix)
andert sich die Losungsmenge des linearen Gelichtungssytems nicht.

Nun wollen wir endlich beschreiben, was wir mit “einfacher” meinen.
)

Definition 4 Eine m x n-Matrix A ist in reduzierter Zeilenform (Abkiirzung: r.Z.F) falls

(a) der erste Koeffizient # 0 ist 1 in einer Reihe R; # 0.
(Dieser erste Koeffizient verschieden von Null heifit Hauptkoeffizient bzw.
Haupteins.
Bedeutung von R; = 0: eine Reihe der Matirx heifit “Nullreihe”, falls alle
Koeffizienten, die darin vorkommen, gleich Null sind.

(b) Jede Spalte von A, in der sich eine Haupteins befindet, hat alle anderen
Koeffizienten gleich Null.

Beispiel 1 (Matrix-Form): Erweiterte Matrix von (S1):

1 001
0101
00 1] 3
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6. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 8. November 2011

(WS 2015/2016: Korrekturen vom 4. November 2015)

Beispiel 1 (i) Die Identitdatsmatrix oder Einheitsmatrix (quadratische Matrix) I,, wird
so definiert:
B 1 firi=
D= 4, = { 0 fiiri#j

Kronecker Delta

I, ist in r.Z.F.

1 0 0
0 0 1
@ 10 0 o 02 1
01 <10 ]:[10 =3
00 1 0 00 0

sind nicht in r.Z.F.

(iii) Die 0™*™-Matrix (0;; =0 fir allei =1,...,mund j = 1,...,n) ist in
r.Z.F.

Definition 1 Eine m x n-Matrix A ist in einer (reduzierten) Zeilenstufenform (r.Z.S.F.),
falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(a) Axiome fiir r.Z.F. und
(b) Axiome fiir r.Z.F. und

(c) jede identische Nullzeile erscheint (falls vorhanden) nach jeder nicht iden-
tischen Nullzeile.

(d) Seien Zi,...,Z, die nicht identischen Nullzeilen (r < m) und k; der
Spaltenindex, in der die Haupteins der i-ten Zeile erscheint (i = 1,...,7),
dann gilt k1 < ky < -+ < k.

Satz 1 Jede m x n-Matrix A ist zeilendquivalent zu einer Matrix B in r.Z.S.F.
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Beweis Siehe unten
Zweck Aus der r.Z.S.F. kann man L(S) sofort ablesen.

Beispiel 2 Uber Q: Erweiterte Koeff-M:

O 00 4 o — 4
010 7T = T = 7
00 1| —1 r3 = —1
@ 10070
0120
0 0 0] 1 < inkonsistent.
@)y 004 2
010 2 6
001 3 2
x1, 9, v3 Hauptvariablen; x4 freie Variable.
T + 4?[74 = -1 r1 = -1 - 4ZE4
D) + 2x4 = 6|= 2o = 6 — 2x4
r3 + 3z4 = 2 T3 = 2 — 3x4

vy =q € Qalso L(S) = {(—1 —4q,6 — 2¢,2 — 3¢q,q) € Q% q € Q}

Beweis von Satz 1:
Falls A = 0™*", dann ist A bereits in r.Z.S.F. Ansonsten:

Typ 1 Bei wiederholter Anwendung von Typ 1 kénnen wir (K an-
nehmen, dass die Zeilen 71, Zs, ..., Z, nicht Null sind (r < m)

und Zri1, -+, Zm Null sind (wobei r = m vorkommen kann!).
Wir betrachten Zi:
Sei 0 # ayx, Hauptkoeffizient (1 < k; < n)

Typ 2 Multipliziere Z;, durch al_kll und dann fiir jede 2 <17 < 1r:

Typ 3 Addiere (—ag, )-fach von (der neu erhaltenen Zeile) Z; zur

i-ten Zeile
Spalte kq
i
21 0
0
. — Al
2y -
0 0
0 0 0
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Nun betrachte Z5 der Matrix A;. Wieder
Typ1 EZ; £0.
Sei agy, # 0 Hauptkoeffizient von Z,. Bemerke: ko # k1! Also haben wir

0 O ang O K eee e %
: = A (Fall 1) (k2<k1)
0
oder
0 -0 1 = * *
0 -0 0 2k, *
0 = Ay (Fall 2) (k; < ky)
0

Typ 2 Wiederhole: Multipliziere Z5 durch a2_,32, dann
Typ 3 Im Fall 1 (ky < ky): Addiere (—a,)-fach von Zy zur i-ten Zeile fiir

3< 1< m.
Typ 3 Im Fall 2 (k; < ks): Addiere (—aj, )-fach von Zy zur i-ten Zeile fiir i = 1
und 3 < i <m. O

Achtung Wichtig ist es zu bemerken, dass wir die Koeffizienten
a; =0 j=1,..., ki —1und
ayx, = 1 und
aiz, =0 ¢ =2,...,m von A; in beiden Féllen ky < k; oder k; < ko nicht
gedndert haben !

Per Induktion wiederholen wir diese Prozedur fiir ¢ = 3,...,r. Wir erhalten
eine Matrix A,, die nun (a), (b), (c) gentigt. Schlielich erhalten wir bei wie-
derholter Anwendung von Typ 1 eine Matrix B, die auch (d) geniigt, also B
ist in r.z.S.F.
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Kapitel 1: § 4 Homogene Systeme

Beispiel 1 Sei R folgende Matrix (iiber Q)

01 -3 0 1/2
R=100 0 1 2
00 0 0 O
Tr1 T2 X3 T4 Ty

finde L(S), wobei (S) das homogene System RX = 0 ist.

Losung R ist in r.Z.S.F. Beobachte: r := Anzahl der # 0-Zeilen = 2 = Anzhal Haupt-
variable.
(S) Lo — 31’3 +%$5 = 0
rs+2x5 = 0
Also x5 = 313 — %ﬂfg)
Ty = —2.T5
x1,x3, x5 freie Variable. Setze x1 = a,x3 = b, x5 = c.
Also  L(S) = {(a,3b— %c, b,—2c,c) € Q% a,b,c € Q}.
Bemerke

x1 freie Variable. Setze a = 1,b = ¢ = 0. dann ist (1,0, 0, 0, 0) eine nicht-triviale
Losung.
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Korollar 1

Beweis

Korollar 2

Beweis

Bemerkung 1

Beweis

7. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 11. November 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 9. November 2015)

Sei R eine m X n-Matrix in r.Z.S.F und setze r := die Anzahl der # 0-Zeilen
von R.
Falls » < n, dann hat das homogene System

RX = 0(+)
nicht triviale Losungen.

r = Anzahl der # 0-Zeilen in r.Z.S. F.
= Anzahl der Haupteins
= Anzahl der Hauptvariablen.

Also n—r = Anzahl der freien Variablen und r < n = n—1r # 0 = es existiert
mindestens eine freie Variable z;. Wir erhalten eine nicht triviale Losung fiir
(%), indem wir z.B. z; = 1 setzen. O

Sei A eine (beliebige) m x n-Matrix mit m < n. Dann hat das homogene
System
(5)  AxX=0

nicht triviale Losungen.

Sei R in r.Z.S.F zeilendquivalent zu A. (R ist immer noch eine m x n-Matrix.)
Setze r := Anzahl der # 0-Zeilen von R.
Also r < m < n. Also hat

RX = 0(+)

nach Korollar 1 nicht triviale Losungen und damit auch (5). O

Sei R eine n x n-Matrix in r.Z.S.F und ohne Nullzeilen (also jede Zeile hat
eine Haupteins). Dann ist R = I,,.

1. ZSF = 1<k, <k <--- <k, <n, wobei k; die Spalte ist, in der die
Haupteins der Zeile Z; erscheint).

Also kj=yj, firallej=1,...,n.

Also  aj;=1,firallej=1,...,n.

Sei ¢ # j, dann ist a;; in der k;-Spalte
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Korollar 3 Sei A eine n x n-Matrix. Es gilt:
A zeilendquivalent zu I, < AX = 0 hat nur die triviale Losung.

Beweis “=" klar, weil [, X = 0 nur die triviale Losung hat.
“<="  Sei R eine n x n-Matrix in r.Z.S.F und zeilendquivalent zu A. Sei r :=
Anzahl der # 0-Zeilen von R. Korollar 2 = r > n. Andererseits r < n.
Also r = n. Also hat R keine Nullzeilen = R = I,,. Il
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Kapitel 1: § 5 Matrix-Multiplikation

Definition 1 Seien A eine m x n- und B eine n x p-Matrix iiber K.
Wir definieren eine neue Matrix C' := AB; das Produkt als die folgende m x p-
Matrix:

Cij = i AirBrj'
r=1

Also Zeilen mal Spalten!

Beispiel 1 (1) a;r - Qip 1 ann r1 + -+ A, T,
asy -+ Qop ) a1 r1 + -+ agn T,
Am1 **° Qmn Tn Am1 1+ o+ A Ty
m X n nx1 m x 1
(2) 1 00 aipy Gz ais
010 Qg1 Q22 @93 =
0 0 1 as; Qg2 a33
ap;; + 0 + 0 aip + 0 + 0 ais + 0 + 0
0 + a9 + 0 0 + a9y + 0 0 + 23 + 0
0 + 0 4+ axn 0 + 0 + a3 0 + 0 + ass
aj; Q12 a3
Q21 Q22 A3
a3p Gaz2 Aas3

(3) Allgemeiner: Sei A eine n x n-Matrix. Es gilt C = Al, = [, A = A.
Beweis: Wir zeigen Al, = A. (I, A wird analog behandelt.)

(AL = >0 Ai(ln)rj (%)

Falll r#j (L), =0
Fall2 r=j (1), =1

Dot Air(In)rg = Ai(In) g5 = Ay O
(4) Uber F7:
1 2 5 06 . (1 L drd 5) + (2 Ldrd O) (1 L Jrd 6) + (2 L Jrd ].) .
(3 4)(0 1)_<(3075) + (4070) (3e76) + (4071))_
2 X2 2 X2

(1)

2% 2

}in (%) eingesetzt ergibt die Summe
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(5) Die j-te Spalte von AB (als m x 1-Matrix) = _A  [j-te Spalte von B]

mXxn

(als n x 1-Matrix).

und:

Die i-te Zeile von AB (als 1 x p-Matrix) = (als 1 x n-Matrix) [i-te Zeile
von A| (n x p)B.

Satz 1 Seien A, B, C' Matrizen iiber K, so dass die Produkte BC' und A(BC') definiert
sind, dann sind auch die Produkte AB und (AB)C definiert und es gilt:

A(BC) = (AB)C.
Beweis Sei B eine n x p-Matrix. Also hat C' p Zeilen und BC n Zeilen. Also (weil

A(BC) definiert ist) (E ist A eine m xn-Matrix. Also ist AB eine wohldefinierte
m x p-Matrix und (AB)C' ist damit auch wohldefiniert.

Wir wollen nun zeigen, dass die zwei Matrizen A(BC) und (AB)C gleich sind.
Dafiir miissen wir zeigen, dass alle ihre Koeffizienten gleich sind.

Wir berechnen also:

[A(BC)]i; =

r Azr (BC)TJ

Ay (3, B, Cy)
A, B,s Cy; (Distributivitét und Assoziativitét in K)
A B,s Cy; (Kommutativitat und Assoziativitdt in K)
Zr Az Brs) ng
AB),

I
MMM
vk

sj

(
o (
\B

~—

Clij-

Bezeichnung Seien A eine n x n-Matrix und k € N.
AF:= A-.. A (wohldefiniert).
—

k-mal
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Notation

Untersuchung

Definition 1

Beispiel 1

Satz 1

Beweis

8. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 15. November 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 11. November 2015)

Kapitel 1: § 6 Elementare Matrizen

Sei e eine elementare Zeilenumformung auf eine m x n-Matrix A. Mit e(A)
bezeichnet man die m x n-Matrix, die wir nun erhalten.

Typ 1: Umtauschen von Zeilen Z, und Z; von A:
Aij fir 4 7£ 7",7: 7é S
e(A)ij = Asj fir i=r
A fiir i=s
Typ 2: Multiplizieren Z, durch Skalar ¢ # 0;¢ € K:
e(A)ij = { cA,; fir i=r
Typ 3: Ersetzen von Z, durch Z, + cZ,,c € K;r # s:
. Aij fir 1 7é r
e(A)y = { A+ cAg fur i=r

Eine m x m-Matrix in der Form e(1,,) ist elementar.
Die 2 x 2 elementaren Matrizen iiber K:
10 0 1
(b7):(10)
c 0 10
(O 1)7(0 c) Typ2,¢c #0,c€ K

1 ¢ 10
(Ol)’(cl> Typ3,ce F

Sei e eine elementare Zeilenumformung und £ die elementare Matrix £ :=
e(I,,) und sei A eine m x n-Matrix tiber K. Es gilt: e(A) = FA.

ecTypl,r#s

(i) Eiy = 0y fur i #r,i # s und
(ii) E.x = dg, fir i = r und

(111) Esk: = 5rk flirt=s
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Fall 1

Fall 2

Nun:  (BA)y =355 B Ay
Fall (i): i#ri#s
(BA); = 22520 0 Ak
= 0y Ay = Ay
Fall (i): i=r
(BA); = 20 EwAy
= >0 0sk Ay = 055 Asj = Ay
Fall (iii): i=s
(BA)i; = il EaAr
= >0k Akj = 0m Arj = Ay

e ist vom Typ 2: UA.

e ist vom Typ 3: r # s
B 0 fiiri #r
7 bk 4oy fiiri=r
Also:  (EA);;j =1, B Ay
i#ETr
Dann Y0, By Agj = > 0, 0 Ay = 0i Ay = Ayj
1=7
Dann Z;;nzl Erk Akj = Zzl:l((srk + C(Ssk)Akj

Hier bekommen wir nur zwei Terme (die moglichwerweise ungleich Null sind)
und zwar nur fiir £ = r oder k = s.

k=r = Also k # s; also cds, = 0; also (0, + cOsp) Ak = (00 + 0)A,; = A,
k=s = Also k # r; also d,;, = 0; also (0,4 + o) Ar; = (04 cdss)Agj = cAgj.

Also ) Eyy Aij{ A +cAy  firi=r’
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9. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 18. November 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 17. November 2015)

Korollar 1 Seien A und B m x n-Matrizen tiber K. Es gilt: B ist zu A zeilenaquivalent
gdw B = PA, wobei P das Produkt von m x m-elementaren Matrizen ist.

Beweis “<=" Sei P = FE,...FEyF,, wobei E; eine elementare m x m-Matrix ist.
Also ist F; A zeilenaquivalent zu A
und FEy(FE1A) ist zeilendquivalent zu F; A.
Also ist Fy Eq A zeilendquivalent zu A.
So weiter fortsetzen:
E,... E1A ist zeilendquivalent zu A
i.e. B ist zeilendquivalent zu A.

“=" Sei B zeilendquivalent zu A und seien ep,---,e, die elementaren
Zeilenumformungen mit A = ... % B,
Also E@ tee EgElA = B,

wobei E; die elementare Matrix e;(1,,) fur t = 1,..., ¢ ist.
Setze P .= E[ ce E2E1. O
Definition 1 Eine n x n-Matriz A ist invertierbar, falls es eine n x n-Matrix B gibt, so dass

AB =1, und BA = I,.
In diesem Fall heifit B eine Inverse von A.
Proposition 1 Sei A invertierbar. Dann gibt es eine eindeutige Inverse.

Beweis Seien B, By beide Inverse von A. Es gilt:
AB; = I,=AB,
also  By(AB;) = B3(AB,;) (Multiplikation)
also (BQA)Bl = (BQA)BQ
also InBl = [nBQ, ie. Bl = BQ O

Notation Wir bezeichnen mit A~! die eindeutige Inverse der invertierbaren Matrix A.

Proposition 2 Seien A, B n x n-Matrizen iiber K. Es gilt
(i) Wenn A invertierbar, so auch A™' und (A=)~ = A,
(i) Wenn A und B beide invertierbar, so auch AB und (AB)™' = B71A™L.
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Beweis

Korollar 2

Beweis

Proposition 3

Beweis

Beispiel 1

Satz 1

(i) Wir berechnen AA™" = A~'A = [,,. Also ist A die Inverse von A~'.

29

(ii) Wir berechnen B'A™1(AB) = B"'(A"'A)B=B'I,B=B"'B=1,.

Analog (AB)(B'A™') =1,.

Seien A1, ..., Ay n xn -invertierbare Matrizen, dann ist das Produkt A; -

auch invertierbar und es gilt (A;--- A,) "t = A, A7

Induktion nach ¢. Fiir £ =1 ist es klar.

Indutkionsannahme: (x) gilt fiir ¢.

Induktionsschritt: (x) gilt fiir £+ 1:
Beweis: (Ay--- Ay Agpr)™ =

((A;---Ay) Agy)™' = <« Proposition 2 (ii)

Az_jl(Al -+ A" = <« Induktionsannahme
AL AN ATY) = < Assoziativitét
AL A AT 0O

Elementare Matrizen sind invertierbar.

U

A

()

Sei £ = e([,,) eine elementare Matrix. Sei e* die umgekehrte Zeilenumformung

(auf die Zeilen von I,,) und E* := e*(,,). Wir berechnen
E*E =¢'(I)e(l,) = I, uwnd E*E = EE* = I,
D.h. E*=EL
2 x 2-elementare Matrizen
01\ " /(01 L (roY_ (ro
10 -~ \to) ™ 01 - o1
1 e\ ' (1 —c 4 (Lo
0 1 ~\o 1) ™ ¢ 1 -
c#0

) - (0h) e (0f) -

Sei A eine n x n-Matrix. Sind adquivalent:

S =
o
()
—
N

(i) A ist invertierbar.

(ii) Az = b ist konsistent fiir jede n x 1-Spaltenmatrix b.

)
)
(i) Az = 0 hat nur die triviale Losung.
(iv) A ist zeilendquivalent zu I,.

)

(v) A ist Produkt von elementaren Matrizen.

(ii) und (iii): Beziehung zwischen homogener und allgemeiner (quadratischer)

Systeme.
2
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Beweis

Korollar 3

(i) = (i)
Setze x := A™1b. Es gilt Az = A(A7'0) = (AAHb=1,b=1b.

(iii) < (iv) schon bewiesen (Korollar 3, 7. Vorlesung i.e. Korollar 7.3)

(il) = (iii)
Wenn Az = 0 nicht triviale Losungen hétte, dann ist die r.Z.S.F. R von A
nicht I,,, also muss eine Nullzeile haben. Also ist zum Beispiel das System

0
(S) Rz = | : | inkonsistent.

0 - 0 1
Nun wobei P das Produkt von elementaren Matrizen ist (Korollar
1). Also ist P invertierbar (Korollar 2 und Proposition 3).

Also multipliziere (S) durch P~!:
0

(S) (PA)xz =] : | ist inkonsistent.

Also P7Y(PA)z = P71 | : | ist inkonsistent.

Also Az = P~1 : | inkonsistent.

nxn nxl1
N—————

nx1

Setze b= P~ ' | : |, wir bekommmen Az = b. Inkonsistent. Widerspruch.

A= P'I, = P', wobei P’ das Produkt von elementaren Matrizen ist (Korollar

(v) = (i)

Folgt aus Korollar 2 und Proposition 3. U

Seien A und B m x n-Matrizen. B ist zeilendquivalent zu A genau dann, wenn
B = PA, wobei P eine invertierbare m x m-Matrix ist.

3
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10. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
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WS 2011/2012: 22. November 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 19. November 2015)

Korollar 1 Seien A, eine n x n-Matrix, invertierbar. Eine Folge von elementaren Zeilenum-
formungen, die A zur Identitatsmatrix I,, reduzieren, reduziert I,, zu A=%.

Beweis Die elementaren Zeilenumformungen werden durch Multiplikation (links) mit
elementaren Matrizen erreicht, d.h. E,... E;A = I,. Aber dann gilt: A~ =
E,..Ey=E.. El,. O

Beispiel 1 (A | I,) — (I, | A™)

123|100\ (22%+2
2531010 | (-1)Z+2
108001

1 2 3 100

0 1 -3| 210 |22,+Z
0 -2 5| -1 0 1 ;
12 3 100

01 =3| -210](-1)%
00 -1| -5 2 1) —

—_
|
w
|
[\)
—_
[a)

—_
[a)
—_
W
|
(@3
|
w

O =
—_
o O
|
— =
[GURNTEN
|
ot O
|
w W
N~
i
(N}
N—
N
+
N
=
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Kapitel 2: § 1 Vektorraume

Definition 1 Sei K ein Korper, V' # () eine nichtleere Menge, versehen mit zwei
Verkniipfungen

(i) Skalarmultiplikation

o : KxV =V
(¢,v) — cv und

(ii) Vektorsumme

+ VxV =V
("Ul,Ug) — V1 + U9

Das Triple (V, e, +) ist ein K-Vektorraum (K —V R) oder ein Vektorraum tiber
K (VR/K), falls die folgenden Axiome erfiillt sind: (V,+) ist eine abelsche

Gruppe und
1« = « Va eV
() = ¢(ca) Ve, e € K
C(Oél + OéQ) = coq + caog VOél, ar €V
(a1 +c)a = qa+ca Vee K
Beispiel 1 V' = K" mit koordinatenweisen Verkniipfungen.
Beispiel 2 Allgemeiner: K™ " := Mat,,x,(K) := die Menge aller m x n-Matrizen mit

Koeffizienten aus K und Matrizensumme und skalarvielfach.
Beispiel 3 Sei S eine Menge.

Vi=A{f;f:S — K; f Abbildung }

V := K% mit Funktionensummen und skalarvielfach.

Beispiele 1 und 2 sind Sonderfélle von Beispiel 3.

Beispiel 4 Der VR der Polynomialfunktionen tiber K
flx)=co+caxt+- - +cz" ¢ € K.

Beispiel 5 K / k eine Korpererweiterung.
Proposition 1 Firce K,a eV

1 0

(1) ¢- 0
(2) 0-a=0
(3) ¢«
(4) (-

e}

«

0=c=0o0dera=0

4) (-1)-a=—«a
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Definition 2 ay,...,a, € Via € Vist eine lineare Kombination (von ay, ..., «,), wenn es
Cly.voyCp € K gibt mit o =30 | ;.

Proposition 2 > c;o; + > dia; = D> (¢ + d;) ey
ey iy = (ce)oy.
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11. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS 2011/2012: 25. November 2011
(Dr. Merlin Carl in Vertretung)

(WS 2015/2016: Korrekturen vom 23. November 2015)

Kapitel 2: § 2 Unterraume

Definition 1 Sei V ein K-Vektorraum und W C V eine Teilmenge. W ist ein Teilraum,
falls (W, +, @) ein K-Vektorraum ist (mit der Einschrankung der Verkniipfung
von V auf W i.e. es sollen gelten
+:WXxW — W und e: K x W — W und auch die Vektorraumaxiome).

Dazu sind nachzurechnen:

0y € W; a,eWwW = a+peW
ceK,aeW = caeW
(insbesondere a € W = —acW)

Also gibt es ein einfaches Kriterium.

Satz 1 Sei V' ein K-Vektorraum, () # W C V eine Teilmenge. Dann ist W ein
Unterraum von V' genau dann, wenn fir alle o, f € W,c € K :a+cf € W.

Beispiele (1) Ist V ein K-Vektorraum, so sind V' und {0y} Unterraume von V.
(2) V=K"
W = {z1,...,2,) € K" | z; = 0} ist Unterraum, aber X :=

{(z1,...,2,) € K™ | 1 = 1 + x5} nicht !
(E.g. (0,...,0) € X).

(3) Die Symmetrischen n x n-Matrizen iiber K (A;; = A;; fiir 1 <i,j <mn)
Seiten A, B € Sym,,,,(K);c € K, dann ist
(A + CB)ij = Aij —+ (CB)ij = Az'j + CBij = Aji + CBji = Aji + (CB)ji =
(A + CB)]‘Z'.

Also A+ ¢B € Sym K) wie gewiinscht.

an(

(4) Ein sehr wichtiges Beispiel!
Der Losungsraum eines homogenen LGS: A sei eine m x n-Matrix iiber
K. Dann ist
{z € Mat,x(K) | Az =0}

ein Unterraum von Mat,,«; (K).

Beweis: Wir zeigen allgemeiner:
Ist A€ Mat,x,(K),B,C € Mat,x,(K),d € K, so ist
A(B+dC) = AB + dAC.
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(4) Fortsetzung von Seite 1:
Dann

[A(B + dO)]ij = 3"y Ai(B + dC)y; = 3 Ai(Byj + (dC)g;)
= Z AikBk:j + Z Alk(dC)k] = E AikBkj + Z dAszk]
= (AB)i; +d 3 AyCyj = (AB)y; + d(AC);;.

Insbesondere:
Ist AX; = AX, =0, so auch A(X; + dX,) =0. O

Definition 2 Sei V ein K-Vektorraum und X C V. Eine lineare Kombination von Ele-
menten aus X ist eine (endliche) Summe ) _ c¢,v mit ¢, € K, wobei ¢, = 0
fur alle bis auf endliche viele v.

Damit konnen wir nun definieren

Definition 3 Sei V' ein K-Vektorraum und X C V. Dann ist span(X), der von X aufges-
pannte oder erzeugte Unterraum, definiert als

span(X) := {Z e | ¢y € K und ¢, = 0 fiir alle bis auf endliche viele v € X}.
veX

Konvention: span () = {0}.

Proposition Fiir jede X C V ist span (X) ein Unterraum.

Beweis span ) = {0}. Sonst X # () = span (X) # 0. Selen a = >, v cv, =
> vex dvv € span (X).
Seice K. Alsoa+cB =73 (¢, +cdy)v € span (X). O
Es ist sogar der “kleinste” Unterraum der X enthalt. Das ist unser nachstes
Ziel .

Satz 2 Sei V ein K — VR, und x eine Menge von Unterrdumen. Dann ist () ein

Unterraum von V.

Beweis X = Nwe, W-
0, € W fiir alle W € y also 0, € (" x # 0.
Sind «, € [ x, ¢ € K, so sind fiir jedes W € x auch o, 5 € W, also a+¢f €
W. Daraus folgt a+ ¢ € [ x. d
Es sei nun fir X CV L(X) definiert als

L(X):= m{W C V|W ist ein Unterraum und X C W}.

Satz 3 Fir X C Vst L(X) = span (X).
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Beweis L(X) = {W C V|W Unterraum} = {0} = span ().

(1) L(X) C span (X):
span (X) C V ist ein Unterraum und X C span (X). Also span (X) €
{W CV | W ein Unterraum und X C W}.
Alsov € L(X) = v € {W | W ein Unterraum und X C W} = v €
span (X).

(2) span (X) C L(X):
Sei v € span (X), W CV ein Unterraum und X C W.
Da v € span (X), existiert (¢;;2 € X) (¢, € K fiir allex € X) mit
v = Zme « Cz , wobei ¢, = 0 fiir alle bis auf endlich viele z. Da W ein
Unterraum ist und X C W, ist }° v, e =veW .

Da W beliebig war, ist v Element von jedem Unterraum mit diesen Eigen-
schaften, also auch des Durchschnitts. O

Wir konnen auch mehrere Unterraume zusammenfassen:

Definition 4 Seien Sy,...,5. CV,V ein K — VR.
Dannist Sy + -+ S :={z1+--+x, | z; € S;;1 <i <k}
kurz auch Zle S; = {Zle x| e Sl <i<k}

Korollar 4 Seien W1, ..., Wy Unterraume von V. Dann ist W := Zle W, ein Unterraum
von V und W, CW fur 1 < <k.

Beweis Ubungsaufgabe U

Korollar 5 Sind W),..., W, Unterrame von V, so ist W := S5 W, = span (", W}).

Beweis “C7: Seiw € Y W;. Also existiert w;,i € {1,...k} mit w; € W und v = > w;.
Dann w; € Ujf:l W; fiir jedes 1 <i < k.
Also v = > w; € span (U?:1 W;).

“27: Sei v € span (|JW;). Dann existiert (¢;;¢ < k) und (w; | ¢ < k) mit
¢ € K;w; € W, so dass v =) cw;.
(Bemerkung: Aus jedem W; konnen mehrere Elemente stammen. Die
miissen wir dann erst zusammenfassen!)
Da W; Unterraume sind, ist mit w; € W; auch c;w; € W;. Also existiert
(w; | i < k) mit w; € W; und v = ) w, (ndmlich w, := ¢;w;).
alsov € Y W,. O
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Beispiel

Sei K C C ein Teilkorper, ferner

a = (1,2,0,3,0)
a; = (0,0,1,4,0) » € K°
az = (0,0,0,0,1)

a € span ({aj, a9, a3}) genau dann, wenn ¢, ¢y, c3 € K existiert mit o
Z?:l c;qy;, also hat a damit die Form (¢, 2¢1, ¢, 3¢1 + 4c¢o, ¢3)
span ({aq, a9, a}) = {(1, w2, 3, 24, 75) € K°; w0 = 201, 24 = 31 + 4}

37
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12. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 29. November 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 30. November 2015)

Kapitel 2: § 3 Basen und Dimension

Definition 1 Sei V' ein K-Vektorraum. S C V ist linear abhingig (l.a.) tiber K, falls
verschiedene vy,...,v, € S und skalaren c¢,...,c, € K nicht alle Null mit
v + -+ + v, = 0 existieren.
S ist linear unabhingig (l.u.) iiber K, falls S nicht linear abhiéingig ist (e.g. ()
ist linear unabhéingig).

Konvention S = {v1,..., 0.} ist endlich. Wir sagen:
v1, ..., U, linear unabhéngig/ linear abhéngig.
Bemerkung 1 5 C S, und Sy 1. a. = S, 1. a. also

2. .51 €Sy und 95 L.u. = Sy linear unabhéngig.

Beispiel 1 3. (i) 0€S=Sla. (weil 1.0 =0)
(i7) {v} ist linear abhéngig genau dann, wenn v =0

(1i) {v1,v9} ist linear abhingig genau dann, wenn v; = cvg,c € K

4. S ist linear unabhéngig genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von S
ist linear unabhéngig, d.h. genau dann, wenn fiir verschiedene Vektoren
V1, ..., 0, € Sund alle ¢q,...,¢, € K aus > ¢v; = 0 folgt ¢; = 0 fiir
1< <n.

Beispiel 2 v = (3,0,-3)
Vo = (-1, 1, 2)

V3 = (4, 2, —2)

vy = (2,1,1)

2U1 + 2vy — vz + 0.4 = 0 = l.a. iiber R.

eR?

Beispiel 3 Seien 8 = (1,1,2), 8> = (1,0,1), B3 = (2,1, 3). Ist span({S1, B2, B3}) = R3 ?
Sei b = (by, by, b3) € R3, kinnen wir ¢y, ¢z, c3 € R finden mit
(bl, bg, bg) = Cl(l, 1, 2) + CQ(L 0, 1) + 63(27 1, 3)
D.h.: Hat das LGS
C1 + ¢ + 263 = bl

C1 + c¢3 = bg
261 + ¢ + 303 = bg

eine Losung fiir jede by, by, b3 € R 7
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Satz 1, 9. Vorlesung = dies ist der Fall genau dann, wenn

11
10
2 1

W = N

invertierbar ist.
Beispiel 4 v1 = (1,-2,3),v9 = (5,6, —1),v3 = (3,2, 1) linear abhéngig?
Betrachte c;v, + cavg + c3v3 = 0. Also homogene LGS.

C1 + 502 + 303 =0
—2c1 + 6y + 2c3 = 0 pwp,vovs L a., gdw es keine triviale Losung gibt.
361 - Cc + c3 = 0

Also v1, vy, v3 sind linear unabhéngig genau dann, wenn
5 3
-2 6 2
1
invertierbar ist (Satz 1, 9. Vorlesung).

Definition 2 Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Basis fiir V ist eine linear unabhéngige Teil-
menge, die V' erzeugt. V ist endlich dimensional, falls es eine endliche Basis
fiir V' gibt, i.e.
S ={v1,...,v,} TV mit

(7) S linear unabhéngig
(17) span(S) =1V.

Beispiel 5 V= K" Die Standardbasis ist {e;i = 1,...,n}, wobei e =
(0,...,1,0,...,0); 1 — i-te Stelle.

Satz 1 Sei V' ein K-Vektorraum, so dass V' endlich erzeugt ist, i.e.
ex. B1,...,0m € V mit span({f1,...,0m}) = V. Dann ist jede linear un-
abhéngige Teilmenge endlich und hat héchstens m Elemente.

Beweis Wir zeigen: Hat S C V mehr als m Elemente, dann ist S linear abhéngig.
Seien vy,...v, € S;n > m.
Vi = 1,...,n, v; € span ({f1,...0n}), also fir j = 1,....n ex

Alj,-u,Amj € K mit
v = ZAijﬁi-
i=1

Wir analysieren nun lineare Kombinationen der v;;1 < 5 < n.
Fiir z4,...,x, € K berechne

Do TV = D @y 3oy AyBi = D05 D0 (Aiwy) B
= 2211(2?:1 Ayjz;)B; (*)
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Beweis, Forts.

Betrachte das homogene LGS in m Gleich und n Unbekannten x4, ..., z,:

Z?:l Aija:j =0 1<:<m (**)

n > m also Satz (7. Vorlesung, Korollar 2) impliziert, dass es nicht triviale
Losungen gibt.

Also ex. 1,...,7, € K nicht alle Null, so dass Z;;l Az = 0 fiir alle 1 <
1< m.

Zuriick in (x) ergibt La. der v;;1 < j < n. O
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Korollar 1

Beweis

Definition 1

Korollar 2

Beispiel 1

Korollar 3

13. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 2. Dezember 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 3. Dezember 2015)

Sei V' endlich dim Vektorraum iiber K. Es gilt: Alle Basen haben dieselbe
Kardinatitét.

Seien Basen By = {p1,...,0m} e.rzeugt o linear unabhéingig
By = {o,...,q,} linear unabhéngig erzeugt
Satz impliziert n < m und auch m <n, also m =n O

Wir konnen nun eindeutig dim V' definieren.

Sei V endlich dim. K-Vektorraum.
dimV := | B| B eine Basis fiir V.

Wir konnen nun den Satz umformulieren.

Sei V' ein endlich dim Vektorraum; n := dim V.

(a) Jede Teilmenge mit mehr als n Elementen ist linear abhéngig. (Eine
linear unabhéngige Teilmenge hat < n Elemente.)

(b) Jede Teilmenge mit weniger als n Elementen ist nicht erzeugend. (Eine
erzeugende Teilmenge hat > n Elemente.)

() V={0}, B=0, dmV=]0]=0
(b) dim K™ = n, weil die Standardbasis € := {ey,...,e,} hat | £ | = n.

(¢) K™ = Mat,,x, hat die Dimension mn: Die mn-Matrizen mit einer 1
in der ij-ten Stelle und 0 sonst ist eine Basis.

(d) V=KN:={f| f:N— K} ist nicht endlich dim, weil die Elemente
1 n=:1
filn) = { 0 n#i
eine unendliche linear unabhéngige Teilmenge definieren, namlich
Seien 43 < -+ < i und e f;; + -+ cpfi, =0, so ist
(erfi, +afi)y) = =0, firalel =1,... k.
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Lemma 1

Beweis

Satz 1

Beweis

Korollar 4

Beweis

Korollar 5

Korollar 6

(Fortsetzung Lemma)
Sei V' ein K-Vektorraun. Sei S linear unabhéngig in V' und /5 ¢ span(S). Dann
ist S U {p} linear unabhingig.

Seien ¢q,...,¢p,b € K mit ciaq + -+ + ¢, + b8 = 0.
Behauptung:
b=0,sonst b3 = (—c1)ag + -+ + (—Cm)m, b # 0.

Also 8= [(—c)b oy + - + [(—cm)b ] = B € span(S) - Widerspruch.

Also b = 0.
Also >~ c;a; = 0 und S ist linear unabhéngig = ¢; = 0, fir alle 1 <i <m. O

Sei V ein endlich dim K-Vektorraum und W C V ein Unterraum. Jede linear
unabhéngige Teilmenge von W ist endlich und ist Teil einer (endlichen) Basis
fur W.

Sei S C W linear unabhéngig und beobachte: S C V ist linear unabhéngig.
Also | S| <dimV.

sei nun Sy € W linear unabhéngig. Wir setzten Sy zu einer Basis fort wie
folgend.

Betrachte span(S;) € W. Unterraum.

Falls = okay.

Fall C, sei 81 € W; 1 & span(Sp). Setze Sy := Sy U {f;} linear unabhéngig
(Lemma 1).

Wiederhole: S; U {f,} := S5 linear unabhéngig usw.

In hochstens dim V' vielen Schritten erreichen wir S,, = Sy U {S1,..., Bm},
wofiir span(S,,) = W sein muss!

Ferner S,, linear unabhéngig , also .S,, Basis fiir W. 0

Sei W ein echter Unterraum vom endlich dim K-Vektorraum V' (i.e. W C V).
Dann ist W endlich dim und dimW < dim V.

Setze Sy = () und setze fort wie im Beweis von Satz. Wir erhalten eine Basis
Sy, von Wi span(S,,) = W inm < dim V vielen Schritten. Also m := dim W <
dim V.

Aber W echt; ex. B &€ W, i.e. § & span(S,,). Also S,,, U{S} linear unabhéngig;
som—+1<dimV. Also m < dimV. O

Sei V' endlich dim Vektorraum iiber K. Jede linear unabhéngige Teilmenge ist
Teil einer Basis.

Seien Wy, Wy endlich dim K-Vektorraume. (W; € V und Wy, C V Un-
terrdume.) Es gilt W; 4+ W5 ist endlich dim und dim W; + dim Wy = dim(W; N
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Beweis Satz und Korollare implizieren, dass W; N W eine endliche Basis {a, ..., ax}
hat und {ay, ..., ag, 31, ..., Bm} Basis fir Wi, {aq, ..., ag, 01,...,0,} Basis fiir
Wy fiir geeignete 51, ..., Bm, 01, .-, 0p -
—_—— ——
4t eEWs

Der Vektorraum Wi + Wy wird von aq, ..., ax; 51, ..., Bm; 01, - .., 0y, erzeugt.

Behauptung Diese Vektoren sind linear unabhéngig.

Beweis Yowiog + >y + > 26, =0 (*).
= — > %0, = Y xiay; + Y. y;Bi.
Also > 2.0, € Wi. Aber auch € Wy per Definition. Also € Wy N Wa.
Also > 2.0, = > ¢ fiir geeignete ¢y, ..., ¢, € K.
Aber {ay ..., d1,...,0,} sind linear unabhéngig = 2, = 0, fiir alle 1 < r <

n.
Also > wa; + > y;8; = 0in (%) und {oy ..., 4,01, ..., Bm} sind linear un-
abhéngig = 2, =0und y; =0, fir alle 1 <7 < kund 1 < j < m.

Also dim Wy +dim Wy = (k+m) + (k+n) =k + (m+k +n). O
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14. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 6. Dezember 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 3. Dezember 2015)

Kapitel 2: § 4 Koordinaten

Definition 1 Sei V' endlich dim K-Vektorraum; dimV = n.

Eine geordnete Basis ist ein n-Tupel (aq,...,a,); a; € V, so dass B =
{ai,...,a,} eine Basis ist.

Notation und

Terminologie Wir schreiben B = {ay,...,a,} ist eine geordnete Basis. (Wir werden nicht
(v, ..., ay,) schreiben.)

Lemma 1 Sei V' ein endlich dim K-Vektorraum; o € V| dann existiert ein eindeutiges

n-Tupel (z1,...,2,) € K" mit o = > | z;0y,.

Beweis a=Yzo=>r" (ti—z)a=0=2—2=0= 1=z firalel <i<n.
O

Definition 2 ) o _ ‘
(1) xz; ist die i-te Koordinate von « beziiglich B.

(2) (z1,...,2,) ist das Koordinaten-Tupel von « beziiglich B.

Definition 3 V, W sind K-Vektorrdume.
(1) T:V — W ist eine lineare Abbildung (oder Transformation), falls
(a) T(a+p) =T(a) +T(B)

(b) T'(ca) = cT'(a);a, f € Ve € K; (a) und (b) sind dquivalent zu:
Va,3 €V, Vce K

(c) T(ca+pB) =cT(a)+T(f)

Bemerkung

T(0) — T(Togojjf’gm } . T(0) = 0.

(2) T ist eine Isomorphie oder ein Isomorphismus, falls T ferner bijektiv ist.

Notation V g W oder Ve W

Terminologie V und W sind isomorph.
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Lemma 2

Beweis

Satz

Beweis

Notation

Sei T eine lineare Transformation. Dann ist 7' injektiv genau dann, wenn

Va(T(a) =0 = a=0).
“=” T ist injektiv und T'(a)) = 0 = T'(0). Also aw = 0.

“<" Sei T'(a1) = T(a), dann T'(oy) — T'(an) = 0, i.e. T'(ag — ap) = 0.
Also a; — ap = 0 und a1 = . ]

dimV =n,V ein K-Vektorraum, = V « K",

Sei B = {a,...,a,} eine geordnete Basis. Definiere T': V' — K"
a— (zry,...,xy,)

:= Koordinaten-Tupel von « beziiglich B.
?
T(a+B)=T(a)+T(p).
Sei « = > i, B = >y, a0 + 5 =D (x; + y;)oy eindeutig = T'(a + ) =
(1 4+ Y1y Ty FYn) = (X1, 20) + (W1y - yn) = T(a) + T(5).
Analog T'(ca)) = ¢T'(a).
T(a)=(0,...,0)=a=0,weil z; =--- =2, =0.
So T injektiv.
Sei (z1,...,x,) € K" Setze a:= Y m;op; € V. Es gilt T'(a) = (xq,...,zy).
So T' surjektiv. 0

Koordinaten Spaltenmatrix von « beziiglich B:
1

[Oé]B =

45



Vorlesung "Lineare Algebra 1" - Wintersemester 2011/2012 (Uberarbeitet im Wintersemester 2015/2016) 46

15. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 9. Dezember 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 9. Dezember 2015)

Beispiel 1 V=R?% B={a,a,az}

a = (1,2,1) 12 3
as = (2,9,0) » eine Basisweil [ 2 9 3 | invertierbar.
as; = (3,3,4) 10 4
Finde -1
(i) a e R¥mit [a]g=[ 3
2
und finde

(i7) [a]p fir a = (5,—1,9).
Zu (i): a = —ag + 3as + 2a3 = (11,31, 7)
Zu (ii): Finde x1, x5, x3 mit o = Z?Zl ;0 d.h.

(5,—1,9) = 21(1,2,1) + 2(2,9,0) + 25(3, 3, 4)

Lose LGS:
Al + 2:172 + 3[E3 = 5
207 4+ 922 + 3z3 = —1
T -+ 4333 = 9
Losung: x4 =1 29=—-1 x3=2
1
[als=| -1
2

Was ist der Zusammenhang zwischen [a]g und [a]p fiir B und B’ geordenete
Basen?

Bemerkung [a|z =0 < [a]p =0.
Sei B={aq,...,a,}und B' = {a},...,a,}.

n

Schreibe oy = " pijo  pi; € K - eindeutig

Nun sei @ € V beliebig und [a]s =


Ute
Rechteck


Satz 1

Satz 2

Beweis

Uberarbeitet im Wintersemester 2015/2016)

Also a = Z?:l x;-oz; = 2?21 x; ?:1 Pijo = 2?:1 Z?zl(mjﬂfﬁ-)%
= 2?21(2?:1 piﬂ?; Q. (*)

Es folgt aus (x), dass die i-te Koordinate von « beziiglich B ist:

T =) pyr; 1<i<n ()

Sei P die n x n-Matrix mit ij-tem Koeflizient p;;. Wir schreiben (%) um:
[OZ]B = P[O{]B/, d.h.

n /
1 Zj:lpljxj P11 - DPin Ty

n /
Tn Zj:lpnjwj Pn1 - DPnn X,

Ferner aus [a|p = 0 < [a|p = 0 folgt, dass das homogene LGS PX' = 0 nur
die triviale Losung X’ = 0 hat. Also ist P invertierbar. Wir bekommen also

dual [0{]3/ = P_I[Oé]lg.
Wir haben bewiesen:

Sei dim (V) = n iiber K, B, B’ geordnete Basen; P die eindeutig definierte
invertierbare Matrix mit Spalten P; := [aj]s fiir j = 1,...,n. Es gelten fiir
alle a € V

(1) [a]s = Pla]s und

(ZZ) [04]13/ = P‘l[a]B.

Sei P n x n invertierbar (iiber K), V' ein n-dim K-Vektorraum und B eine
geordnete Basis. Es gibt eine eindeutig definierte (eindeutig bestimmte) ge-
ordnete Basis B’ von V, so dass fiir alle o € V

(1) [a]s = Pla]s und

(ii) [a]p = P7'a]s.

Wenn B = {af,...,al,} (i) erfiillen sollte, dann gilt notwendigerweise
0
i D1
()]s = Pla)j]g = P o | = : , also o = Yoy Dij .
: DPnj
0

Nun zeigen wir, dass die so definierten «; eine Basis bilden. Sei Q) := J

47
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Korollar

Beweis

Korollar

Beispiel

. derarbeitet im Wintersemester 2015/2016)

Wir berechnen:
205 Qukeg = 225 Qu Dbyt = 3050 i piyQuwai = 3 (sz‘ijk) a; =
;/_/
(PQ)ik
>i(0) i = ay fir 1 < k < n.

Also span(B’) D B. So span(B') = V. O
(Siehe HL1 und HL2)

Hilfslemma 1: dimV =n; X CV;

UB89 Hilfslemma 2: dimV = n: X C V:

| X | =n und X erzeugt = X eine Basis.

P n x n ist invertierbar < die Spalten von P sind linear unabhéngig in K.

T1
= PX = 0 hat nur die triviale Losung < > " ;P = 0 ist eine
T
triviale lineare Kombination, wobei P; die i-te Spalte von P ist.

P n xn ist invertierbar; dim(V') = n genau dann, wenn die Spalten von P eine
Basis fiir V' bilden.

Eine parametrische Familie von geordneten Basen K = R;6 € R.

P = C9S 0 —sin ist invertierbar mit
sin 6 cos

1 cos 6 sin ¢
P _(—sin0 cos@)'

So gilt fiir jede 6 € R, dass By := {(cosf,sinf), (—sinf, cosf)} eine Basis fiir
R? ist.

Sei v = (21, 22) € R2.

Bs gilt [a]s, = cos sin 0 T\ r1cosf + xosinb
& Bo =\ —sin®  cosd xy )\ —zysinf + x5cosf

4o

| X | =n und X linear unabhéngig = X eine Basis.
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16. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 13. Dezember 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 21. Dezember 2015)

Erinnerung () y= (Y1, Yn)-
a1
A= : a; - i-te Zeile.
Qp,
Es gilt: yA =y1a1 + - - - + ypau,.
(17) i-te Zeile von BA = [i -te Zeilenmatrix von B] A =
g
(Bﬂ, ce 7an) = Z?:l BijOéj; 1 S 7 S n.
an
Also ist die i-te Zeile von BA eine lineare Kombination der Zeilen von A.
Korollar 1 A n x n iiber K, a,...,«a, die Zeilenvektoren von A linear unabhingig = A
invertierbar.
Beweis B = {ay,...,a,} ist eine Basis fiir K™, also schreibe Standard Basisvektor:

€ = Z?:l BijOéj 1 < 1 <n.

Sei B die nxn-Matrix mit B;; als Koeffizienten. Betrachte die Matrix B A, die i-
te Zeile von BA = [i-te Zeile von BJA, ie. (B, ..., Bin)A = Z?Zl Bijaj =e;.
Also BA = 1,,. O

Fiir die Umkehrung siehe Ubungsblatt.
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Kapitel 2: § 5 Zeilenraum

aq
Definition 1 Sei A = : : :: m X n iber K und ay,...,qa, € K" Zeilen von A.
_ ;m__
Der Zeilenraum von A ist span {aq, ..., a,} € K™ (Unterraum).

Satz 1

Beweis

Satz 2

Beweis

Hilfslemma

Beweis

Der Zeilenrang von A ist die Dimension davon.
Zeilendquivalente Matrizen haben denselben Zeilenraum.

B = PA; P invertierbar; A, B m X n.

Amxn, Bmxn; Pmxm

So B=P A < jede B-Zeile ist eine Linearkombination von A-Zeilen.

Also A = P7'B < jede A-Zeile ist eine Linearkombination von B-Zeilen.
Also liegt jede B-Zeile im span{aj, ..., a,,} und umgekehrt.

Also Zeilenraum von A = Zeilenraum von B. 0]

Wir werden auch die Umkehrung von Satz 1 zeigen. Dafiir studieren wir den
Zeilentraum von Matrizen in r.Z.S.F.

Sei R # 0in1r.Z.S.F. Dann bilden die Zeilenvektoren von R die ungleich 0 sind,
eine Basis fiir den Zeilenraum von R (also Zeilenrang von R = f der Zeilen,
die ungleich 0 sind).

p1
Seien pq,...,p, die Zeilen # 0; R = »
Es ist klar, dass py,...,p, den Zeilentraum erzeugen. Wir zeigen nun lineare
Unabhiéngigkeit (analog Beispiel 1 (d) in 13. Vorlesung).
Seien by < --- < k, die Spaltenindexe (in der die Haupteinse der p; erscheinen)
app + - + eapr = (0,...,1,...,0) + ( .0,0,1,...0) + --- +
cr(O,...,O,l,...,O):(O,...,O)1mpllzlert cpo=--=c¢ =0. O

Seien Rund R’ mxn inr.Z.S.F. Es gilt: R und R’ haben denselben Zeilenraum
impliziert R = R'.
ky < --- <k, < Haupteins-Spalten. k} < --- < k.. Index wie oben.

Beobachte: Wenn p; eine lineare Kombination von {p},...,p.} ist, dann gilt
k; =k, fur alle 1,... 7. O
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Satz 3

Beweis

Korollar 1

Beweis

Korollar 2

Beweis

Korollar 3

Zusammen-
fassung

. ._ Jberarbeitet im Wintersemester 2015/2016) 5.

g - e mi— e — =

Seien m,n € N und K ein Korper. Sei W ein Unterraum von K"; dim W < m.
Es gilt: 3m x n-Matrix in r.Z.S.F. R mit Zeilenraum R = W.

Existenz: dim W < m. Seien ay, ..., a,, € W;span {a1,...,a,} = W. Setze
a7

A= — — —— | m X n-Matrix.

Zeilentaum A =W. A Z. 4. zu R in r.Z.S.F. und Zeilentraum A = Zeilenraum
R=W.

Eindeutigkeit: Sei R’ eine Matrix in r.Z.S.F. mit Zeilenraum R’ = W. Dann
gilt: Zeilenraum R = Zeilenraum R’ L) p_ R O

Jede m x n-Matrix ist zeilendquivalent zu einer eindeutigen Matrix in r.Z.S.

F.

A ist zeilendquivalenz zu R und A ist zeilendquivalent zu R’
= Zeilenraum R = Zeilenraum A = Zeilentaum R’ = R = R'. O

A, B sind m x n-Matrizen iiber K. Es gilt A ist zeilendquivalent zu B genau
dann, wenn Zeilenraum A = Zeilenraum B.

LL:>77 /

“<" Zeilenraum A = Zeilenraum R = Zeilenraum B = Zeilenraum R’
= R = R'. Also ist A zeilendquivalent zu R und B ist zeilendquivalent
zu R = A ist zeilendquivalent zu B. O

A, B sind m x n-Matrizen iiber K. Folgende sind dquivalent:
(1) A und B sind zeilendquivalent.
(2) A und B haben denselben Zeilenraum.

(3) B = PA; P invertierbar m x m.

(I) Verfahren zum Berechnen von Basis und Dim von Zeilenraum von A.
- Reduziere A zu R in 1.Z.S.F..
- Eine Basis fiir Zeilentaum A = {p1,...,p.} (die nicht Nullzeilen von
R).

(IT) Nun betrachten wir den Losungsruam C K™ zu AX = 0, wobei A eine
m x n-Matrix ist. Setze S = Losungsraum. Wir berechnen eine Basis und
die Dimension.

- Reduziere A zu R in r.Z.S.F. S ist auch Losungsraum fiir RX = 0.
- Seien p1q,...,p, die nicht Nullzeilen von R und kq,...,k, die Spalten-
indexe, in denen die Haupteins der Zeilen erscheinen.
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Erinnerung Losungsverfahren:
{k,, ...,z } Hauptvariablen J = {1,...,n} ~ {k1,...,k.}

{x;,j € J} freie Variablen; | J | =n —r.
Lose Ty = Zje]cljxj
o (¥)cij e K;1<i<mrjelJ
Thy = Zje] CrjT;
e Alle Losungen bekommt man durch Einsetzen beliebiger Werte fiir
Q?j,j e J.

e Also sei Ij die Losung, die man bekommt durch Einsetzen von z; = 1
und z; =0 fir allei € J \ {j}.

Behauptung Die (n — r)-Vektoren {E};j € J} sind eine Basis fiir S.

Beweis : o : : R
(1) Lineare Unabhéngigkeit wie oben. (Die Spaltenmatrix £; hat eine 1 in

der j-ten Zeile und 0 in den anderen Zeilen, die durch Elemente aus J
indiziert sind.)

(2) Erzeugen: folgt aus (x).
Details: UA. Also {E;;j € J} Basis. Es gilt also: dim S =n — 7.
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Beispiel 1

Beispiel 2

Beispiel 3

Beispiel 4

Beispiel 5

Bemerkung

Satz 1

17. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 16. Dezember 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 14. Dezember 2015)

Kapitel 3: § 1 Lineare Transformationen

(1) T =0.

(17) I(a) = o Identitét
V' := Polynomiale Funktionen iiber K.
flx) =cot+ar+-- +aa®
(Df)(x) = 1 + 200w + -+ + kg™
Ableitung Operator.

Sei A eine m X n-Matrix iiber K.
(a) T : K™t — Kmx!
T(X):=AX
(b) U: K™ — K"
U(a) =aA

P ist eine m x m-Matrix; @) ist eine n x n-Matrix.
T . KmXTL % Kmxn
T(A) := PAQ ist ein linearer Operator.

V =Af;f: R — R stetig}

T7:V=V
f = Tf, wobei (Tf)(z):= [ f(t)dt fiir x € R.

Lineare Abbildungen erhalten 1. K.: T(37_, cjay) = >0, ¢;T(ay).

J=1

Sei V ein endlich dim Vektorraum iiber K. Sei B = {a, ..., a,} eine geordnete
Basis fiir V. Seien 4, ..., 3, beliebige Vektoren in W.

Es existiert ein einziges 7' : V' — W lineare Transformation mit 7'(a;) = f;
fiir alle 1 < 5 < n. (%)
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Beweis Existenz: Sei « € V. a =) z;0;.
Definiere T'(«) := ) z;3;. Insbesondere ist (x) erfillt.
Ist T linear?
Sei v =vyja1 + -+ + yp, und sei ¢ € K. Man hat:
ca+ v = (cxy +yi1)og + -+ (cxp + Yn)v,. Also

T(ca+7) = (cx1+y1)br+ -+ + (ctn + yn) bn

= (cx1B1 + i) + - 4 (cxnfBn + Ynfn)

= (c1B1 + -+ cxnfn) + (1B + - + Ynln)

=c(@1f1 + -+ 20B) + (B + -+ yaB) = T(a) + T(7)
Eindeutigkeit: Seien T,U : V — W linear mit T'(a;) = 5; = U(e;).
Zu zeigen: T(a) = U(a) fir alle a € V.

Berechne:

Ula) =UQQcjoy) = 3 ciU(ay) = 3 ¢jT () = T3 cjay) =T (). O

Bemerkung 1 Wir haben gezeigt:

(1) T,U : V. — W lineare Transformation. Es gilt: "= U genau dann, wenn
T(aj) = U(ay) fiir alle 1 < j < n fiir eine geordnete Basis {a;;1 < j <
n} von V.

(2) Wenn wir die Werte T'(«;) kennen, dann kénnen wir “I" per Linearitét
fortsetzen”.

Beispiel 6 V =R2W =R3.

o = (1,2) . e

ar = (3.4) Basis fiir V.
51 - (37 27 1)

ﬁQ = (67 5a 4)

T:R? > R?

(1,2 ,2,1)

(3,4 6,5,4)

(e1) =7
er = (1,0) = (=2)(1,2) + (3,4)

NS
Sw

~

T(er) =(-2)(3,2,1) + (6,5,4) = (0,1,2).
Beispiel 7 (mehr dazu in Abschnitt 3.4)
T : K™ — K" ist eindeutig bestimmt durch T'(e;) := §; fur allei =1,...,m
und 5; € K™.
Sei a = (z1,...,2y) € K™ T(a) =x101 + -+ + T
B T'(e1)
Setze B=| ———— | =| ———— | m xn-Matrix.
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Beisp., Forts.

Berechne: aB = (27 ---

Trn)

1xm

Also T'(a) = aB.

erarbeitet im Wintersemester 2015/2016)

Io
B
mXmn 1 X n.
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Kapitel 3: § 2 Bild und Nullraum (Kern)

Lemma 8 SeiT :V — W eine lineare Tansformation.
(1) T(V) = Ry = {T(a);a € V}

={w | w € W und es existiert ein « € V mit T(a) = w}
ist ein Unterraum von W.

(2) N:==T"Y0}:={a | a €V und T(a) = 0}.

N :=ker(T) ist ein Unterraum von V.

Beweis (1) 51,02 € Rp;c € K = ¢y + P2 € Ry?
br=T(v)  fo=T()
T(cay + ag) = cT'(ay) + T(ag) = ¢y + Pa.
T(0) =0 € Ry. Also Ry # (0. Ry ist ein Unterraum.

(2) oy, 00 €N
T(ca; +az) = 0+ 0 = 0. Also ca; + a3 € N. Auch 0 € N, so dass
N # 0. 0

Definition Sei V' endlich dim; T": V — W eine lineare Transformation.
rang (1) := dim Ry.
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18. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 20. Dezember 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 17. Dezember 2015)

Bemerkung V endlich dim; 7": V' — W eine lineare Transformation.

Satz 1

Beweis

Beispiel

Es gilt: Ry =T(V) C W (Unterraum) ist endlich erzeugt, weil:

Sei B={ai,...,a,} eine Basis fir V und a € V.

T(a) =T i) = 3T (o) = 32 ¢if;.

= T'(«a) € span {f1,...,0,}. Also Ry = span {1, ..., 0} O

V endlich dim; T : V — W.
Es gilt: dim V' = dim ker T+ rang 7.

Sei {ai,...,ax} eine Basis fir N = kerT. Sei aji1,...,a, € V, so dass
{ag, ..., g, i1, ..., ap} eine Basis fir V ist.

Behauptung: {T(ax41),...,T(a,)} bilden eine Basis fiir Ry.

Beweis: Aus Bemerkung 1 folgt: {?(al), e ,T(akz, T(gs1), .-, Tlay)} er-

'

=0

zeugen Rrp.

Also {T(ag41),-..,T(ay)} erzeugen Rp. Sei nun Z?:Hl ¢i(T(ay)) = 0.

Also T( Z ciai) =0.
i=k+1
——

=

Also o € N; es existiert by,...,b, € K mit a = Ele bov;.

Also0=a—a=Y" bo; — Z?:kJrl cja; = 0.
Aber {aq,...,ak, g1, ..., 0, } sind linear unabhéingig also by = -+ = by, =

Cpr1=--=c,=0. O

A ist eine m x n-Matrix. Ty : K™t — Kmx!

Ti(X):=AX
ker Ty = Losungsraum AX = 0.
Ry, ={Y € K™*!; existiert X : AX =Y} (*)

Seien Ay, ..., A, Spalten von A. Dann ergibt (%): Y € Ry, genau dann, wenn
existiert X, sodass Y = x1A; +--- + 2, A,.

Also Ry, = Spaltenraum von A und rang (74) = Spaltenrang von A, wobei
Spaltenraum := span {4y, ..., A,}; Spaltenrang := dim Spaltenraum.
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Kapitel 3: § 3 Die Algebra der linearen Transformation

Satz 2

Beweis

Bemerkung

Satz 3

Beweis

Behauptung

Beweis

Seien V, W Vektorraume iiber K. Wir haben gesehen, dass Fkt (VW) =
{f| f:V — W eine Funktion } versehen mit Funktion Addition und Skalar-
multiplikation ein K-Vektorraum ist.

Setze L(V, W) :
(T +U)(a) :

(dT)(a) = d(T
Es gilt: T+ U

(T+U)ca+p)=c(T+U)(a)+ (T+U)PB) (Ubungsaufgabe)
( T)(ca+ p) =dT(ca+ B) = d(cT(a) + T(5)) = cdT () + dT(5)
c(dT' () + (dT')(B). O

0e L(V,W); L(V,IW) # 0. Also L(V,W) C Fkt (V,W) (Unterraum). Insbe-
sondere ist L(V, W) ein K-Vektorraum.

={T | T:V — Wlineare Transformation} := L mit Addition
T(a) + Ul(e) fur alle T und U € L

(a)) de K.

€ Lund dT € L.

V n-dim, W m-dim {iber K. Dann ist dim L(V, W) =

B = {ai,...,a,} ist eine geordnete Basis von V und B’ = {f1,..., 5} ist
eine geordnete Basis von W. Fiir jedes (p,q) mit 1 <p<mund 1 <q¢g<n
definieren wir EP? ist eine lineare Transformation:

EP9 .V — W definiert fir j =1,...,n

Eri(ay) = { 5010 ; 7:&2 = 0jqlp

{EP?:1<p<mund 1< q<m} bilden eine Basis fiir L.

Sei T : V. — W und 1 < j < n. Schreibe T(ay) = >0, Ay, in B’ fiir
geeignete A,; € K.

Zwischenbehauptung: 7' = Z Z Ap EP,

p q
~~

=U

weill - Ulay) = (22, 22, Apg ") ()
= Zququ(sjqﬁp
= Z;nzlApjﬁp
= T(oy)

N

Also U(a) =T(a) fir allea € V. Also U =T.

Also {EP9:1<p<mund 1< qg<m} erzeugen L.
Linear unabhéngig ?
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Sei U =3 >, ApEP? =0 fiir Ay, € K. Also gilt fiiralle j =1,...,n
Ulaj) =01e >0, Ay, =0. Nunist {8, : 1 < p < m} linear
unabhéngig = A,; = 0 fiir alle p und j. U

Satz 4 Seien V, W, Z Vektorrdume iiber K und T, U lineare Transformationen.

viw w3z
Es gilt V' oF 7 ist wieder linear.

Beweis (UoT)(ca+p)=UT(ca+p)) =U(cT(a)+T(B)) =cU(T())+U(T(B)) =
c(UoT)(a) + (UoT)(P) D
Sonderfall V =W = Z. Also hat L(V,V) eine Vektorenmultiplikation UT := U o T.
Bezeichnung Schreibe T° := I (Identititsabbildung)
T?:=ToT
" :=To---0oT
Definition Sei K ein Korper. Eine lineare Algebra L iiber K ist ein K-Vektorraum, ver-

sehen mit einer Vektorenmultiplikation, so dass
(a) a(By) = (apf)y fir alle o, B,y € L
(b) a(B+7v) =ab +ayund (a+ p)y = ay + P fiir alle a, B,y € L
(c) c(apf) = (ca)p = a(cpP) fir alle c € K.
(d)

d) Falls ein I € L existiert mit I -a = a- I = « fiir alle a € L, heifit L eine

lineare Algebra mit Einheit.

(e) Falls af = Pa fiir alle «, 5 € L heiit L kommutativ.

Lemma L(V,V) ist eine K-lineare Algebra mit Einheit i.e. es gelten

(@) - U=U-1=U
b) (T1—|—T2):UT1—|—UT2 und (T1+T2)U:T1U+T2U
)

(
(¢) ¢(UTy) = (cU)Ty = U(cTy)

Beweis (a) Ergibt sich.
(0) U(Ty + T)(a) = U((Th + 1) () = U(T1(a) + Tz(ev))
= U(Ti(a)) + U(Tz(a)) = (UTh) () + (UT2) (o).
Auch ((Ty + T)U)(a) = (T + T2)(U(a))
= (WU + TU)(«).
(¢) Analog. O

T1(U()) + To(U(w))
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Definition 1

Lemma 1

Beweis

Bezeichnung

Satz

Beweis

Satz 2

Beweis

Definition und
Bezeichnung 2

19. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 10. Januar 2012

Sei T : V. — W eine Abbildung. T ist invertierbar, wenn es eine Abbildung
Ugibt mit U : W — Vund UoT = Idy und T o U = Idy, wobei Id die
Identitéatsabbildung bezeichnet: Id(x) = z fiir alle x.

T ist invertierbar < T ist bijektiv.

)
(1) T(21) = T(22) = 21 = (UoT)(x1) = U(T(21)) = U(T'(2))
= (U oT)(xg) = x9, also ist T injektiv.

(2) (ToU)(y) =y, alsoy=T(U(y)) fir alle y € W, also ist T" surjektiv.

CL¢)7

T bijektiv < fiir alle y € W existiert genau ein x € V mit T'(x) = y. Setze
U(y) := x. Also wird U : W — V eindeutig definiert durch U(y) = =z <
T(x)=uy.

Berechne U(T'(x)) =?. Setze y := T'(x). Also U(T'(z)) = =.

Analog T(U(y)) =y. AlsoUoT = Idy und T o U = Idy. O

T ist invertierbar = U ist eindeutig definiert. Schreibe U := T~!. Also
T y) = e y="T().

T ist linear und invertierbar = T'~! ist linear und invertierbar.

?
(Cﬁl + B2) = (51) + 7" (521-

;:Y ::X

T (Y)=X & T(X) =Y. Also berechne T(X) = T(cT (1) + T~'(52))
= cT(T (A1) + T(TH(B2)) = cP1 + Pe. O

Es seien V3 W 5 Z invertierbare Abbildungen. Dann ist Lo G : V — Z
invertierbar und (Lo G)™' =G 1o L1

(GloLt'o(LoG)=Glo(L o l)oG=G1loloG=G 110G =1
Andere: Analog. U

GL,(V):={T | T :V — V invertierbare lineare Abbildung}.
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Bemerkung

Definition 3

Satz 3

Beweis

Korollar 4

Beweis

Wir haben gerade gezeigt, dass GLy(V') mit der Verkniipfung o eine Gruppe
ist. GLi(V) ist die allgemeine lineare Gruppe (general linear group).

T ist singuldr, falls ker(T") # {0} ist. Sonst heifit T" reguldr oder nicht singuldr.
Also bedeutet T regulir: T'(a) =0 = a = 0.

T :V — W ist reguliar < T bildet eine linear unabhéngige Teilmenge von V'
auf eine linear unabhéngige Teilmenge von W.

“i”

Sei ker(T) = {0} und ay,...,a4 linear unabhingig in V. Zu zeigen:
T(cv),...,T(ag) linear unabhéngig.

Sei ;T (aq) + -+ + xT(ag) = 0. Also T(ciaq + - + cgag) = 0. Also

caj + -cpay € ker(T). Also ciaq + -+ + cpay, = 0; aq, ... linear un-
abhéngig = c¢; =--- =¢; = 0. U

Sei dim(V) = dim(W) =d und T : V' — W eine lineare Abbildung. Es gilt T’
ist injektiv < T ist surjektiv.

Wir wenden den Dimensionssatz (Satz 1, Vorlesung 18) an.
dD = rang(T) + dimker(7). Also T injektiv < ker(T) = {0} <
dimker(7T) =0« rang (T) =d < dim Rr =d < Ry = W < T surjektiv. O
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Kapitel 3: § 4 Matrix-Darstellung von linearen Transformationen

Ansatz

Definition 1

Satz 1

Beweis

Seien V und W zwei K-Vektorraume mit dim(V') = n und dim(W) = m. Sei
T :V — W eine lineare Abbildung.

Seien B = {ay, ..., a,} eine geordnete Basis fiir V und B’ = {a},...,al,} eine
geordnete Basis fiir W.

T ist eindeutig bestimmt durch T'(cy), ..., T(«,) € W. Schreibe

Ay
[T(a;)]p = : fir j=1,...,n
Aps

und setze
Tsp = ( [T ()]s ‘ ‘ [T(an)]zsf>

Diese m x n-Matrix heif3t die Matriz-Darstellung von T beziiglich der Basen B
und B'. Welche Eigenschaften hat [T']p 57

Es gilt fira e V : [T(Of)]lg/ = [T]B,B’ [Oé}g (*)

Setze A= [T]B,B’ = [AZj]lgzgm,lgjgn

T1
[a]s ==
Tn,
Alj m
Nun ist [T(Oéj)]g/ = . Also ist T(O&j) = ZAU@;
Api i=1
Berechne nun:
T(a)=T (Z xj%‘) =Y i T(ay) = 2> Ayai =Y (Y Ayaj)al,
j=1 j=1 j=1 =1 i=1 j=1
> Ay
j=1 L1
Es folgt: [T'(«)]g = : =A] O

n T
n
E A
=1
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Behauptung (x) bestimmt die Matrix [T]zp eindeutig !

Beispiel 1 Sei A eine m x n-Matrix. Wir haben zwei lineare Abbildungen dazu assoziiert:
(1) T: K™ — K™ mit T'(z) := Ax
(2) U: K™ — K" mit U(a) := aA.

(1) Seien £ und &’ die Standard-Basen fiir K™*! und K™*!'. Wir berechnen
[T]&g/. Setze £ = {gl, ce 75m}, & = {5{7 e 787171}

Dafiir berechne [T'(§;)]e. Nun haben wir

0

: Ay Ay m
T(&)=A| 1 | =j-te Spalte von A = : und : = Z A&l

: A Apj =1

0

Also [T'(&;)]er = j-te Spalte von A, insbesondere haben wir [Tz = A.
U

(2) Fiir (2) siehe UB.

Satz 2 Die Abbildung
p: L(V,W) — Km™*n
T — [Tsp

ist eine Isomorphie von K-Vektorrdumen.

Beweis Ist p linear?
Berechne

p(cT+Ty) = [T+ Tl = ([(¢Th +To) ()]s | -+ | [(Th +T2)(on)lsr) =7

Nun haben wir
j-te Spalte von p(cT; + T3)

[T+ D))y = [Tiley) + Tolay)]s =
c[Ti(a;)]s + (T5(er))] s
SN— ——

j-te Spalte von p(T}) j-te Spalte von p(T3)

Also: Die j-te Spalte von p(cTy + T3) ist gleich wie die j-te Spalte von p(73)
plus c-mal die j-te Spalte von p(77). Also

p(cTy + Tz) = cp(T1) + p(T3).

Ist p injektiv?
Sei T' € L(V, W) mit p(T) = Opxn-
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Dann ist [T'(o)]g = | fir alle j =1,...,n.
0
Aber dann ist T'(co;) = 0 fiir alle j = 1,...,n. Also ist T identisch mit der

Nullabbildung. Daraus folgt, dass p surjektiv ist,
weil mn = dim L(V, W) = dim K™*" (siche UB). O

Wir betrachten T : V' — V ist ein linearer Operator und B = B'.

Schreibe [Tp 5 := [T)p ist die Matrizdarstellung des Operators in der Basis
B. Hier gilt also die folgende Version von (x):

[T()]ls = [T]sla]s-

Nun betrachten wir die Matrixdarstellung

v ow -5 Zuwmdv Tz
Ansatz:
V., W, Z sind endlich dim K-Vektorrdume. T',U sind lineare Abbildungen.
B ={ai,...,«a,} ist eine Basis fir V

B'={pi,...,Bm} ist eine Basis fir W
B" ={m,...,7} ist eine Basis fiir Z
Setze A = [T]&B/,B = [U]B’,B” und C = [U o T]&B// =7

C = BA.

* *

()]s 2 Alols und [U(T()lsr 2 B[T(a)]s.

Also [(UoT)(«)|gr = BA[ag. (%) erfiillt also die Matrix BA beziiglich U o T.
Die Eindeutigkeit impliziert nun unsere Behauptung. U
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Wie in Vorlesung 20: V' ist endlich-dimensianal mit Dimension n; B ist eine
geordnete Basis fiir V.

p: L(V,V)— K™ p(T) := [T]p ist ein K-Algebren Isomorphismus.
p ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus. Ferner gilt p(T} o Ty) = p(T1)p(T3). O

T:V — V. Esgilt: T ist invertierbar genau dann, wenn [T'|z invertierbar ist.
In diesem Fall gilt ferner [T~z = [T]5".

T ist invertierbar < es existiert 77! mit To T ' =T"1oT = Id

S [ToT Y g=[T"1oT|s=[Ids

& (T[T )5 = [T7']s[T]5 = I

& [T)g' = [T7Ys. O

|

V endlich dim. B = {ay,...,a,} und B = {a},..., o} sind zwei geordnete
Basen fir V. T € L(V, V).

Was ist die Beziehung zwischen [T'|z und [T]5?

Satz 1 aus Vorlesung 15 liefert eine invertierbare P, so dass fiir alle o € V' gilt

[o]s = Plals ()
Und Satz 1 aus Vorlesung 20 [T']z so, dass fr alle « € V:

[T(e)]s = [T]sla]s ().
Nun gilt (xx) fiir T'(a) € V: [T()]s = P[T(a)]p (% % %)

(%), (+x) und (* * ) liefern

[T)sPlo]s = P[T(a)ls oder  (P7HT]sP)[a]s = [T(a)]s-

Also erfiillt (P *[T]gP) die bestimmende matrizielle Gleichung () beziiglich
der Basis B'. Die Eindeutigkeit von [Tz fiir die Erfiillung der (*) liefert nun

[Tz = P YT|gP, wobei P = ( [ ‘
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Betrachte die Abbildung 7 : V' — V. Die lineare Abbildung ist eindeutig
definiert durch die Angaben 7(a;) := a] fiir alle j = 1,...,n. Dieser Operator
ist invertierbar, da er eine Basis auf eine Basis abbildet (Korollar zu Satz 3,
Vorlesung 19). So die Matrix-Darstellung [7]z ist invertierbar. Es ist

[7]s = ([r(@)ls | - | [m(an)ls) = ([d4]s | -+ | lag]s) = P
P heifit deshalb “Matrix der Basiswechsel”.

Wir haben bewiesen:
(Ansatz wie oben)
[T)s = 5" [Tslns oder [T]s = P~'[T]sP.

Seien A, B € K™*". wir sagen B ist zu A dhnlich, falls es eine invertierbare
P e K™ gibt, so dass B = P 'AP.

Wir haben in Satz 1 bewiesen:

Sind B = [T]g und A = [T]g die Matrix-Darstellungen des Operators T'
beziiglich der Basen B’ bzw. B, dann ist B zu A dhnlich. Tatséchlich gilt auch
die Umkehrung!

B ist dhnlich zu A genau dann, wenn B und A denselben linearen Operator
(begziiglich geeigneter Basen) darstellen.

“«<" Bereits gemacht. Sei nun B eine beliebige Basis.

“=" Sei T der eindeutig durch [Tz = A, d.h. [T(a)|s := Ala]g definierte
Operator. (%)

Sei ferner P eine invertierbare Matrix so, dass B = P71AP.. Sei B’ die
Basis, erhalten von P, d.h. wofiir

sein sollte. Diese Angabe bestimmt also, dass

()]s = : , d.h. o= sz'j%.
Pnj =1
Behauptung: Es gilt [T]z = B. (UA, siehe UB) 0

Definition: Sei R C S x S eine Relaj;ion.
Schreibe xRy < (z,y) € R. R heifit Aquivalenzrelation, falls:

(1) xRz fur alle x € S (Reflexivitit);
(2) xRy = yRx fir alle z,y € S (Symmetrie);

(3) xRy ANyRz = xRz fiir alle x,y, z € S (Transitivitét).
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Beispiel B #hnlich A ist eine Aquivalenzrelation auf K"
(1) B=1,'BI,

(2) B= P'AP = A= PBP~' = (P~))"'B(P)
Setze ) :== P~!. Also A = Q'BQ

®) by } = = (PQ)A(PQ)

Mehr dazu im Ubungsblatt.

67


Ute
Rechteck

Ute
Rechteck


Vorlesung "Lineare Algebra 1" - Wintersemester 2011/2012 (Uberarbeitet im Wintersemester 2015/2016) 6¢

Bemerkung 1

Definition 1

Beispiel 1

Beispiel 2

Beispiel 3

Definition und
Notation 2

Bemerkung 2

22. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 20. Januar 2012
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 25. Januar 2016)

Kapitel 3: § 5 Lineare Funktionale

W = K" ist ein K-Vektorraum. dim(W) = 1. Die Standard-Basis ist {1}.
W' C V ist ein Unterraum = W’ = {0} oder W/ = V. Also dim W' = 0 oder
dim W’ =1 und dim W’ = 1 genau dann, wenn W’ # {0}.

f € L(V,K) heiit ein lineares Funktional.

V = K™; € ist die Standard-Basis. Sei (aq,...,a,) € V fixiert.

Definiere f: V — K durch f(z1,...,2,) = Zaixi (%).
i=1

Es gilt f € L(V,K) und [fle 1y = [a1,...,a,). Umgekehrt sei f € L(V, K).

Setze a; == f(&;), dann erfillt f (x) fiir (ag,...an).

Allgemeiner sei dimV =n und B = {ay,...,a,} eine Basis.
Sei (ay,...,a,) € K™ fixiert.

Definiere f : V — K durch f(Z Ti0y) = Zxa (%)
Dann ist f € L(V,K) und [flgqy = [[f(c)lgy | -+ | [flew)ly] =
(laadgy |-+ [ lanly) = lag, - anl.

Und umgekehrt: f € L(V, K), setze a; = f(q;), dann ist f wie in (x).

V= K™m, tr:V =K
tr(A) = Z A;; ist ein lineares Funktional.

i=1

Seien [a,b] C R ein Intervall und V = C([a,b]) := {g : [a,b] — R; g stetig }.
Setze f(g) := fabg(t)dt fir g € V. Dann gilt f € L(V,R).

V* = L(V, K) heiBt der Dualraum. Sei nun dim V' = n.

dimV*=dim L(V,K) =n =dim V.
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Also fiir jede Basis B = {ay,...a,} fir V werden wir nun eine Basis B* von
V* zuordnen. Satz 1 in der Vorlesung 17 liefert fiir ¢ = 1,...,n ein eindeutig
definiertes Funktional f; mit f;(a;) = d;;.

{f1,..., fn} ist eine Basis fiir V*. Es geniigt zu zeigen, dass sie linear un-
abhéngig sind.

Fiir f:Zcifi mit ¢; € K gilt fiir alle j =1,... n:
i=1

n

flag) = cifilay) = ¢ (%)

i=1

Insbesondere wenn f = 0, dann gilt f(a;) = 0 fur alle j, dh. ¢; = 0
fiir alle j. OJ

B*={f1,..., [n} heiBt die Dualbasis zu B.

Sei dimV =n und B = {ay,...,a,} eine Basis fiir V. Es existiert genau eine
(Dual)Basis B* = {f1,..., f,} fiir V*. Es gelten

(1) fz’(%’) = 0y

(2) und f = if(&i)fi fir alle f € V*

i=1
(3) und a = Z fila)aq, fiir alle o € V.
i=1

Das heifit fiir alle f € V* und fiir alle o € V' gilt:
flon) fia)

(flg = : und [a]p = : die sogenannte Dualitiit.
f(am) falc)
(1) Ergibt sich.
(2) feV* = f=> c¢fiund (xx) liefert ¢; = f(a;) furalle j =1,...,n.

(3) Analog: a =) z,0; = fi(a) = f;(O miow) = z;. O

(3) beschreibt f; als die “i-te Koordinatenfunktion beziiglich der Basis B”.
fi: V = K;aw— die i-te Koordinate in [o]g.
fevs f#£0;1,(f) C K ist ein Unterraum; Im(f) # {0}, alsoist Im(f) = K

(Bemerkung 1). Es gilt dim(Imf) = Ry = 1. Der Dimensionssatz impliziert
nun dim ker(f) + 1 = n, also dimker(f) =n — 1 (wobei n := dim V).
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Definition 4 Sei dim(v) = n und W C V ein Unterraum mit dim W = n — 1, dann heifit W
Hyperraum (oder Hyperebene oder Unterraum der Kodimension 1).

Bemerkung 4 besagt, dass wenn f € V* und f # 0, dann gilt, dass ker(f) C
V' ein Hyperraum ist. Wir werden die Umkehrung (und mehr) zeigen.
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Definiton 1 Sei V ein K-Vektorraum dimV =n, S C V.
Annihilator S ist bezeichnet mit S° und definiert als
SO={feV*|SCker(f)} ={f€V*| f(a) =0 fiir alle « € S}.

Bemerkungen (i) Sy C Sy = 59 CSY

(i = (' span (9))°

(i17) S° C V* ist immer ein Unterraum.

)

) S

)

() S={0}« S°=V*

(v) S=V = 5°={0}
)

(vi) Also span (S) =V & S = {0}

Beweis von (iv) “=" ist klar.

F" “<": Sei S° = V*. Zu zeigen S = {0}. Zum Widerspruch sei o # 0 und

a € S. {a} ist linear unabhingig = ergénze zu einer Basis B fiir V:
B={a=ay,...,a,}.
Sei B* die Dualbasis: B* = {fi,..., fu}. Es gilt fi(ay) =1, also f; & S°.

Beweis von (vi) “=” Schon gemacht.

“<" Sei S = {0}. Zu zeigen span (S) = V.
Zum Widerspruch setze W := span (.S) und sei

a € VAW und {aq,...,ax} C W eine Basis fiir W. Dann ist

{ai,...,ag, a} linear unabhingig.

Ergénze zu einer Basis fiir V: B = {aq,...,ap, & = api1, Qgro, .., }

Sei {f1,..., [k, fot1,- -, fu} = B* die Dualbasis. Es gilt fi11(c;) = 0 fiir

alle j = 1,...,k und fri1(api1) = 1. Also fry1 Z 0 und fryq € SO

Korollar 1 (Trennung Eigenschaft)

Sei W C V ein Unterraum und o ¢ W. Es existiert ein f € V* mit f(W) = {0}

und f(a) # 0.
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Sei {a1,...,ar} eine Basis fir W. Nun ist o ¢ span {aq,...,a;}, also
{ag, ..., ag,a} ist linear unabhéngig.

Ergénze zu einer Basis fiir V: B = {aq,..., 0, = py1,...,0,} und sei
B*=A{fi,.., frs fxs1,---, fu} die Dualbasis. Setze f := fri1. O

(Dimensionsformel fiir Annihilatoren)
Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber X und W C V ein Unter-
raum. Es gilt: dim W + dim W° = dim V.

Sei {ay, ..., q} eine Basis fir W. Ergénze zu einer Basis fiir V:
B={ay,...,0, Qki1,...,an}. Sei B* = {f1,..., fn} die Dualbasis.

{fes1,---, [n} ist eine Basis fiir W°.

Es ist klar, dass f; € W9 fiir alle i > k+1, weil f;(o;) = 6;; =0, falls i > k+1
und j < k. Also wenn o € W ist « eine lineare Kombination von ay, ..., oy
und fi(a) = 0 fiir alle : > k+1. Also f; € WO fiir alle i > k+ 1 wie behauptet.

Nun ist{fxi1,... fn} linear unabhingig (Teil einer Basis). Also geniigt es zu
zeigen, dass span { fyi1,..., fu} = WP

Sei f e V* Esgilt f =", f(a;)fi (allgemein). Ist aber f € W° dann gilt
flog) =0 fiir alle s < k. Also gilt f =31, . f(a)fi. O

Sei dimW =k, dimV =n; W C V ein Unterraum.
Es gilt: W ist der Durchschitt von (n — k) Hyperebenen von V.

In der Notation des obigen Beweises: W = (", ker(f;). d

Ist W eine Hyperebene. dimW = n — 1. Also ist W = ker(f,) (wie an-
gekiindigt).

W1, Wy sind Unterrdume von V. Es gilt: W = W2 = W, = W,
Zum Widerspruch sei Wy # Wy, zum Beispiel a € Wy, a & W;. Nach Korollar

1 existiert f € V* mit f(1W;) = {0} und f(a) # 0. Also f € W}, aber f & W2,
ein Widerspruch. O
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Beobachtung Beziehung zu homogenen Gleichungssystemen

Beispiel 1

Anwi+ -+ Apx, = 0 .
_ homogenes Gleichungssystem (%)

Sei mit Koeffizienten in Korper K

A m1T1 + - +Amnxn =

Definiere fiir ¢ = 1, ..., m ein Funktional auf K™:

fl‘(ZEl, e ,I’n) = Z Aijxj-
7=1

Es gilt: Losungsraum von (%) = ﬂker( fi) (folgt unmittelbar aus den Defini-
i=1
tionen). Wir werden diese einfache Beobachtung ausnutzen, um Annihilatoren

zu berechnen.

V =R5 W = span {ay, as, as, ay}, wobei gilt:
—(2,-2,3,4, 1),
— (- 1,1,2 5,2),
= (0, —2,3) und

a4—( 1230)13‘5‘

Finde WO
Sei f € V*. Es gilt allgemein f(z4,...,z Z Cixj.

Insbesondere: (homogenes Gleichungssystem in ¢y, ..., ¢5)

fes &« fgal):f(CYQ):"‘:f<Oé4):0

j=1
wobei A;; die Koeffizienten der Koeffizientenmatrix A des (HGS) i.e.

2 -2 3 4 -1
-1 1 2 5 2

A= "0 o ] 9 3| (GEV) = rZSF.:
1 -1 2 3 0
1 -1 0 -1 0
0 0 1 2 0
=1 0 0 0 o 1
0 0 0 0 0

Ci C C3 C4 Cp

1, c3, ¢ sind Hauptvariablen und ¢, und ¢4 sind freie Variablen.
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5
Wie {iblich finden wir den Lésungsraum fiir Z Rijc; =0 fiirallel <i <3

=1
ie.

ci — C — Cy =0

C3 + 264 = 0

Cy, — 0

Setze co = a und ¢4 = b beliebig € R, dann sind
ci=a+b,c3=—2bund ¢c5 =0 und

WO ={f| f(x1, 22,73, 74, 75) = (a + b)x1 + axy — 2bx3 + bxy,a,b € R}.
Es gilt dim W° = 2.

Eine Basis fiir W° erhiilt man z.B. durch einsetzen von

a=1 b=0 und}é{fl(ml,...,xg)) = x4+ 29

- S e 0
a=0 b=1 folzy, .. x5) = @1 — 2w3 4 24 } ist eine Basis fiir W

O
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Kapitel 3: § 6 Bi-Dual

Sei V ein endlich dim Vektorraum iiber K.

Zwei Fragen haben wir noch nicht beantwortet:
(1) V—Vv
B +— B*

Umkehrung? Sei B eine Basis fiir V*. Existiert eine Basis B fiir V, so
dass B = B*?

2) V—V*
W — WO
Umkehrung? Sei U ein Unteraum von V*. Existiert ein Unterraum W
von V', so dass U = W? ?

Wir betrachten (V*)* = V**.
dim(V**) = dim V = dim V*.

Der Dualraum V** zu V* heiit der Bi-Dualraum zu V.

Sei a € V. « induziert kanonisch ein Funktional L, € V** wie folgt:
Ly: V' — K

definiert durch
Lo(f) = f(a) fir feV™

Lo(cf + g) = (cf + g)(a) = cf(a) + g(a) = cLa(f) + La(g) -
Die Abbildung AV — V™
ar— L,

ist ein Isomorphismus.

AMea+ B) = eXa) + A(B) ?
Zu zeigen ist also [A(ca+ B)](f) = [eA(a) + A(B)](f) fir alle f € V*.

Wir berechnen:
(Aca + B)(f) = Lears(f) = flca+ B) = cf(a) + f(B) = cLa(f) + Ls(f) =
cA@)(f) + AB)(f) = [eA(a) + A(B)](f)-

Also ist A linear. Wir zeigen, dass A bijektiv ist. Es geniigt wegen dimV =
dim V** zu beweisen: A ist regular.

. AMa) =0 . B
Sei { ie. L. = 0 } zu zeigen a = 0.

Zum Widerspruch a # 0, also ist {a} linear unabhéngig.

Sei B={a=aq,...,a,}eine Basis fir V und B* = {fi, ..., f,} die Dualbasis.
Es gilt fi(a1) = fi(a) = 1. Also L,(f1) # 0. Also L, # 0, ein Widerspruch. [J
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25. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 31. Januar 2012
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 25. Januar 2016)

Ansatz wie in der 24. Vorlesung.

Sei L ein lineares Funktional auf V*. Es existiert genau ein a € V mit L = L,
ie. L(f) = f(a) fir alle f € V* (%)

Setze a := \7Y(L) O
Sei B eine Basis fiir V*. Dann existiert eine Basis B fiir V mit B* = B

Setze B = {f1,... fu}. Satz 1 (aus Vorlesung 22) liefert eine Dual-Basis zu
B;B* :={Ly,...,L,} fir(V*) =V
so dass L;(f;) = d;j.
Korollar 1 liefert: Fiir alle i existiert genau ein «; € V' mit (xx), i.e.
Li(f) = flay) fur alle 1 <i<mn; f eV

Insbesondere: §;; = L;(f;) = fj(cu) fir alle 1 <i<nund 1 <j <n.
Setze nun B := {ay,...,a,} O

Sei £ C V*, dann ist £° C V**.
E°={LeV*™ | L(f) =0 fiir alle f € E}.
Wir berechnen:

{ aeV | MNa)eE’ =
1 ) { aeV | L,eE}=
MUE)=N 1 aev | Lu(f)=0  firalle feR)— (1)
{ aeV | fla)=0 fir alle f € E}

Sei W C V ein Unterraum. Es gilt A™H(W) = W.

dim W+dim W° = dim V = dim V* = dim W0 +dim W%, Dann gilt dim W =
dim W% = dim A~H (W),
Es geniigt nun zu zeigen, dass
W AT (W) ={aeV | f(a) =0 fiir alle f € W°}
(siehe (1)). Aber o € W, also f(a) = 0 fiir alle f € W per Definition ! O

Sei U C V* ein Unterraum. Setze W := A~} (U?). Es gilt: W° = U.

dimV* = dimU +dim U° = dim V = dim W + dim W°. Also dim U = dim W?°
(weil dim W = dim A~H(U?) = dim U?).

Es geniigt zu zeigen, dass U C W°.

W ={a €V | fla) = 0firalle f € U} (siche ()). Sei f € U, dann gilt
f(a) = 0 fiir alle « € W. Also f € W per Definition. O
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Kapitel 3: § 7 Die transponierte Abbildung

Ansatz wie immer.

Sei T' : V. — W eine lineare Tranformation. 7' induziert eine Abbildung
T! : W* — V* definiert durch V* 5 f := T%(g) := go T fiir g € W*, das heift
fla)=(goT)(a) = g(T()) fiir alle « € V.

T" ist linear: ¢ € K;g1,92 € W*. T (cg1 + g2) = (cq1 + g2) o T =
c(groT)+ (gaoT) = cTg1) + T (g2)-

Wir haben bewiesen:

Sei V,W ein (endlich dim) Vektorraum iiber K. Fiir jede lincare Abbildung
T :V — W existiert genau ein (auch lineares) T* : W* — V* so dass
T (9)(a) = g(T'()) fiir alle g € W*, a € V.
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26. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra 1
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 7. Februar 2012
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 1. Februar 2016)

Definition 7" ist die transponierte Abbildung zu 7.

Satz 1 Es gelten:

(0) ker(T") = (Rr)°
(Nullraum des tranponierten 7" = Annihilator von Bild T)

(1) Rang (T") = Rang (T')
(2) Ryt = (ker(T))°

(Bild des transponierten 7" = Annihilator von Nullraum 7')

Beweis (0) g Cker(TH) T (g) =0 goT =0« g(T(a)) =0firallea € V &
g € (Rr)°

(1) Setze dimV =n und dimW = m. r := Rang (T') := dim Ry.
Satz 1 aus der 23. Vorlesung impliziert:
dim(R;) + dim(Rr)° = dim W = m.
Also r + dim(R7)? = m = dim(Rr)? =m —r.
Aus (0) folgt nun: dim(ker 7%) = m—r. Nun ist 7% : W* — V* und Satz
1 aus der 18. Vorlesung liefert Rang (7") + dim(ker 7*%) = dim W* = m.
Also Rang (T") =m — (m—r)=r.

(2) Setze N :=ker(T).
Behauptung: R+ C NY.
Beweis: Sei f € Rye. Also f=T'(g). f € V* fiir ein g € W*.
Sei aw € N und berechne: f(a) = (goT)(a) = g(T(a)) = g(0) = 0.
Andererseits haben wir wieder
dim N =n —dim N = Rang (T) = Rang (T%)
(ergibt sich aus (1)).
Das heiit Ry« € N° und dim R+ = dim N°. Also Ry« = N°. O

Satz 2 Seien V, W endlich dim Vektorriume iiber K. T :V — W und T% : W* —
V* sind lineare Abbildungen. Sei B eine geordnete Basis fiir V und B* die
Dualbasis und sei B’ eine geordnete Basis fir W und (B')* die Dualbasis. Es

eilt: [Ts s = [T"] 5 5

Beweis Erinnerung: Sei A eine m X n-Matrix, dann ist A’ eine n x m-Matrix und
(A%)ij = (A)ji.
Setze A := [T|pp und B := [T 4. g..
Sei B = {an,...an}, B = {B1,...,Bu}, B* = {f1,.... [} und (B)* =
{91, gm}-
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Per Definition gilt:

Toj =Y Ayp firalej=1,..n ()
i=1

T'g; = Byfifivalle j=1,...,m ()
=1

Wir berechnen nun

(T (9)) (@) = g;(T(w)) = g;( D Aubh) = D Augi(B) = Y Audjp =
" k=1 k=1 k=1

ji-

Nun fiir ein beliebiges f € V*: f = Z f(a;) fi (Darstellung zur Basis B*).
i=1
Speziell fiir f = T"g; ergibt sich dann:

Zszfz = Ttg] ZTtg] az i ZAjzfz
=1

Da B* eine Basis ist, ist die Darstellung jedes f eindeutig, also B;; = Aj; wie
behauptet. Il

Wir geben nun als Anwendung einen sehr eleganten Beweis des Satzes, dass
der Zeilenrang einer Matrix stets gleich ihrem Spaltenrang ist.

(i) Sr(A): Spaltenrang von A = Dimension des von den Spaltenvektoren
von A aufgespannten Unterraumes.

(11) Zr(A): Zeilenrang von A = Dimension des von den Zeilenvektoren von
A aufgespannten Unterraumes.

K ist ein Koorper. A € Mat,,x,(K). Dann ist Zr(A) = Sr(A).

Es sei &, die Standardbasis fiir K™ und &, die Standardbasis fiir K™.
T: K" — K™ gegeben durch

T((xl, o ,xn)) = (Y1,.--,Ym), wobei y; : ZAZJ%

Es ist [T]gmgm = A. (UA)

Offenbar ist Sr(A) = Rang (T"), denn Bild (7") besteht gerade aus den Line-
arkombinationen der Spaltenvektoren von A. AuBlerdem ist Zr(A) = S,.(A"),
denn die Zeilen von A sind gerade die Spalten von A!. Mit den Resultaten der

letzten beiden Sétze folgt also:
Sr(A) = Rang (T') = Rang (T") = Sr(A") = Zr(A), da A' = [T"¢s ¢.. O

Rang (a) :=1r(A) = Sr(A) = Zr(A).
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Kapitel 3: § 8 Quotientenrdume

Es sei V ein K-Vektorraum und W C V ein Unterraum.

Fiir alle o, 5 € V gilt @ = 8 mod W (Kongruenz: « kongruent zu 5 modulo
W), fallsa — g € W.

= mod W ist eine Aquivalenzrelation auf V.

(1) Reflexiv:i a —a=0e W
(2) Symmetrisch: a —feW = —(a—p)=F—aecW

(3) Transitiv: Sind a — € W und f—~v € W,
soaucha —vy=(a—p)+ (B —7) € W. O
Zu o € V heifit
[alw :={8 eV |a=pmod W}

die Restklasse von o mod W.
{la]w | @ € V'} heiflen Restklassen von W.

V/W :={la], | « € V}.

Offenbar ist [a]w = {a+~ | v € W}. Wir kénnen daher fiir [a]y auch a + W
schreiben. Also ist V/W :={a+W | a € V}.
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27. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 10. Februar 2012
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 1. Februar 2016)

(1) [aJw = a + W ist die Nebenklasse von o mod W. Ein 8 € [a]w heifit
Reprdsentant der Aquivalenzklasse.

(2) V/W := Menge der Nebenklassen. Versehen mit einer Verkniipfung +:
(Oq+W)+(Oé2+W) = (Oél—f-OéQ)—i‘W
und einer Verkniipfung Skalarmultiplikation:
c-(a+W):=(ca)+ W firce K.

Diese Verkniipfungen sind wohldefiniert, unabhéngig von der Wahl der Re-
priasentanten, i.e.

(@) a=ad"mod Wund =" mod W= a+p=d + mod W

() o =a’ mod W und ¢ € K = ca = co/ mod W.

(@) a—a eWund - eW=(a—a)+(B-0)=
T aw

(a+p8)—(+p)eW=>a+p=d 4+ mod .

) a—deW=cla—d)eW =ca—cdd € W= ca=ca mod W. OJ
V/W mit diesen Verkniipfungen ist ein K-Vektorraum.

UA: Was ist 0?

Oyyw = 0+ W = W ist der Nullvektor in V/W.

Was ist eine additive Inverse?

(a+W)+ ((ma) + W) =0+ W =W = 0y O

a:=a-+W. Also

(i) a=0a+W=WsaeclW

(Die kanonische Projektion)
mw V= V/W
mw (@) := @ ist eine surjektive lineare Tranformation mit ker(my ) = W.

mw (car+ag) = (can+cag)+W = (car+W)+(caa+W) = (a1 +W)+(ag+W).
Sei @ € V/W, dann ist @ = my ().
OéEker<7Tw)@a:OV/W<:>Oé+W:W<:>OéEW. ]
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Korollar 1 dim W + dim(V/W) = dim V.

Satz 2 (Homomorphiesatz)
Seien V., Z zwei K-Vektorrdume und 7 : V' — Z linear. Es gilt:
V/ker(T) ~ R;.

Beweis Definiere T : V/ker(T) — Ry mit T(a + ker(T)) = T(a) = T(a).

(1) Ist T wohldefiniert ? @ = o/ = T'(a) = T(a/) ?
a—d eker(T)eT(la—d)=0&T(a)=T()

(¢4) Linear 7 B B B
T(ai+az) = T(ar + az) = T(ar+ag) = T(an) +T(ag) = T(an) +T(az).
Analog zeigt man: Fiir c € K und a € V ist T'(ca) = I'(a).

(iii) T(a) € Ry. Esist T(@) = T(a). Also ist T surjektiv.

(iv) T injektiv? _
acker(T) e T@a)=0<T(a) =0 acker(T)<a=0. Soist T’
regulér. Il

Korollar 2 W e W’

W
wobei W, W' Unterraume von V und V =W @ W’ sind.

/
~ W,

Beweis V =W @& W’ bedeutet fiir alle v € V', dass genau ein w € W und genau ein
w' € W' existieren, so dass v = w + w'.
Definiere Py, : V — W0 — w'.

UA: Ist Py, linear? Surjektiv?
vEker(Py) < Pp(v)=0uw=0cvelW.

Satz 2 = V/ ker(PW/) ~ Bild (PW’) ]
Korollar 3
. . (VW =~ WY,
wobei W C V ein Unterraum ist.
Beweis Sei my : V — V/W. Betrachte wfy, : (V/W)* — V*. Setze T := my .
Rye = (ker(T))" = WO. ker(T") = (Ry)° = (V/W)° = {0}.
Also ist T" reguliir und surjektiv auf W9, g

Fragestellung Sei W C V ein Unterraum. Was ist die Beziehung zwischen W* und V* 7

Korollar 4
, , W~ VWO,
wobei W C V ein Unterraum ist.
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Beweis 1 Id: W — V Identitédtsabbildung
Id v — W
ker(]dt) = (R[d)o = WO
Rrg = (ker(Id))° = ({0})° = W™,

Beweis 2 Ubungsaufgabe
Betrachte die Abbildung p : V* — W*; p(f) := f/W (die Restringierung).
Ist p linear? Was ist ker(p) ? Was ist R,?
Benutze Homomorphiesatz (nach der Berechnung von ker(p) und R,).

OJ
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