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Definition

(1) a € K/F ist algebraisch iber F (alg/F), wenn es ein Polynom 0 # f(z) € F|x] gibt mit
fa) =0.

(2) Wenn « nicht algebraisch ist, dann heiBt « transzendent iiber F'.

(3) Die Korpererweiterung K /F heiit algebraisch, falls fiir alle @ € K: « ist algebraisch iiber
F.

Proposition 1

Sei a alg /F. Es gibt ein eindeutiges normiertes Polynom m, r(z) € Flz], so dass
(1) mqr(a) =0.

(17) Ist f(o) =0 fiir ein f € F[z], dann teilt m, p(2) das Polynom f(z) in F[z].

Beweis

e Setze m(x) := mq p(z) := normiertes Polynom vom minimalem deg, so dass m(a) =
Sei f(x) € Flx], schreibe f(z) = q(z)m(z) + r(z),degr(x) < degm(z) oder r(z)
Wir sehen 0 = f(«) < r(a) = 0. Die Minimalitdt vom degm(z) impliziert r(z) = 0, also

m(z)|f(x).

e Ist m/(z) normiert vom minimalem deg mit m’(a) = 0, dann gilt wie oben m/(a)|m(«),

aber auch m(a)|m’(a), m(a), m'(«) normiert = m’(z) = m(x). O

Bemerkung
Vergleiche mit 13. Vorlesung “Lineare Algebra II” vom 1. Juni 2012:
Das Minimal-Polynom vno T in F[x] ist der eindeutige normierte Erzeuger vom Annihilator-

Ideal von T
Ar = {f € F[z]|f(T) = 0}.
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Definition

meq p(z) heiBt das Minimal-Polynom von « iiber F. Wir schreiben m(x), wenn klar.

Proposition 2
Sei a € K/F algebraisch iiber F'. Es ist [F(«) : F] = deg mq p(z).

Beweis
F(a) ~ Flz]/ < m(z) > O

Terminologie
dega/F := degmg, p(r) = deg F(a)/F.

Bemerkung
(1) LODKDF,a€ L, alg /JF — « alg /K und es gilt
(2) Mmax(x) teilt my p(z) in K|x], insbesondere
(3) degmg i (z) < degmq p(z). Es gilt ferner

(4) Mo,k (x) = Mg r(x) genau dann, wenn m, g(x) irreduzibel bleibt in K[z]. Wir haben aus

Wir zeigen nun die Umkehrung von Proposition 2.

(Erinnerung: K/F ist endlich, wenn [K : F] < oo, sonst unendlich.)
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Proposition 3
Sei a € K/F, so dass [F(a) : F] < co. Dann ist « algebraisch iiber F'.

Beweis
Sei [F(a) : F] = n, dann sind F(a) 3 1,a,a?,...,a" linear abhiingig iiber F. Also existiert
b; € F nicht alle gleich 0, so dass Zbio/ = 0. Setze f(z) := > bz’ € Fla];# 0. Dann gilt

=0

fla) =0;a alg /F. O

Bemerkung

x € F(z) ist transzendent iiber F' (weil f(z) = 0 < f = 0 das Nullpolynom ist). Wir sehen, dass
F(z)/F eine endlich erzeugte (eigentlich eine einfache) Erweiterung ist, aber [F(x) : F|] = oo.
Also i.a.: K/F endlich erzeugt # K/F endlich.

Korollar
K/F ist endlich = K/F algebraisch.

Beweis
Sei a € F. Esist [F(a) : F] < [K : F] < 00, also ist « algebraisch iiber F. O

Satz 1
FCKCL Esgilt [L:F]=][L:K]K : F|. (Also insbesondere ist L/F unendlich genau
dann, wenn L/F oder K/F unendlich sind.)

Beweis
Zunidchst nehmen wir an: [L : K] = m mit {aq,...,a,} Basis fir L/K; [K : F] = n mit
{P1,...,Pn} Basis fir K/F. Ein Element A aus L ist also aus der Form A = Zaiai mit

a; € K. (*)
Schreibe a; = » _ by;3; mit by € F (%)
J
~ Einsetzen von (x%) in (*) ergibt A = Zbij%ﬂj- (% * %)
Y]

Also ist span p{a;f3; | i = 1,...,m,j = 1,...,n} = L. Wir zeigen, dass diese Menge auch

F-linear unabhéngig ist.

Sel also Z bijOéiﬂj =0 fur bij e F. ('I')
i,J
Setze q; 1= Z b;;8; € K und schreibe (1), also Z a;c; = 0. Nun ist o; linear unabhéngig iiber
j i

K = a; = 0 fiir alle 7, also Zbijﬁj = 0 fiir alle 7.

j
Nun ist §; linear unabhéngig {iber /' = b;; = 0 fiir alle j. 0J
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Wir haben gezeigt: [L : F| = co = [L : K] = 0o oder [K : F| = 0.

Sei nun [K : F] unendlich, dann ist auch [L : F] unendlich, weil K ein F-Unterraum von L ist.
Sei nun [L : K| = oo, dann ist a fortiori [L : F] = 0o(A1,...,As sind K linear unabhéngig
— A1,..., A sind F-linear unabhéngig).

Korollar
Sei L/K/F und L/F endlich. Es gilt [K : F||[L : F].

Wir haben bisher gezeigt, dass « algebraisch iiber F ist < [F(«a) : F] < co. Wir sind nun in

der Lage dieses fiir F'(ay, ..., q,) zu verallgmeinern.

Bemerkung
F(ag,az) = F(a1)(az) € K (folgt unmittelbar aus der Definition von F(a, as)).

Satz 2
K/F ist endlich & K/F ist endlich erzeugt von alg /F-Elementen.

Beweis

“=" Setze [K : F| = n. Sei {ay,...,a,} die F-Basis von K. Jedes «; ist algebraisch {iber F.
Auflerdem ist K = span p{aq,...,a,} C Floy,...,a,) C K
und damit ist K = F(ay,..., ).

“<” Sei K = F(aq,...,ag). Sei a; algebraisch iiber F' und deg«a; = n;. Setze F' = Fy und
Fy = Fo(Oéi)- Fiy1 = Fi(OéiH), so K = qu(ak)-

Es ist:
/ E(OéiJrl)
F(ain) Fia(op) = K.
Fz‘+1 T
F F—
F1 1
Fy=F

Also [Fiyq @ Fj] < njpq. Also (Satz 1) [K : F| = [Fy : Fy_1]---[F1 : Fy] < ny---ng und
damit ist K/F endlich. O



