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Korollar 1
a, f sind algebraisch tiber F' — a £ 3, a8, a/B(S # 0) sind auch algebraisch iiber F.

Beweis
F(a, p)/F ist endlich und a £ g, a8,/ € F(a, B) fir g # 0. O

Korollar 2
Sei L/ F ist eine beliebige Korpererweiterung. Die Menge {« € L | a alg /F'} ist ein Unterkorper
von L (und enthélt F').

Definition

Dieser Unterkorper heifit der relative algebraische Abschluss von F in L.

Beispiele
(1) C/Q. Q:={z € C | z alg /Q} ist der Kirper der algebraischen Zahlen.

(2) R/Q. Q" := {r e R | r alg /Q} ist der Kérper der reellen algebraischen Zahlen.

Es gilt Q ¢ C und Q" C R. Eigentlich gilt es ferner |Q| = |Q"| = xo und |C\ Q| = |[R\Q"| = 2x°
(sieche Ausarbeitung dazu im Weihnachtsiibungsblatt!)

Satz 1
L/K und K/F = L/F
alg alg alg
Beweis

Sei a € L, k(z) € K[z]; k(a) = 0. Setze k(z) := Zaixi mit a; € K nicht alle Null. Betrachte
i=0

Fy := F(ag,...,a,) und Fi(«a), F} C K, Fi(a) C L;a; alg /F und « alg /F.

Also [Fy : F] < oo und [Fi(a) : Fi| < 0o = [Fi(a) : F] = [Fi(«a) : Fi][F : F] < oc.

Insbesondere F(«)/F algebraisch und damit « algebraisch iiber F.

Definition
Sei K/K; und K/K, eine Korpererweiterung. KKy = Ki(Ks) = Ko(K;) C K heifit das

Kompositum von K; und Ky in K.
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Lemma
Sei
K
{ai,...,a,} eine F-Basis von K; und {f, ..., ,} eine F-Basis von K3 ohne Einschrinkung

mit aq = fy = 1. Es ist span p{a;0;/1, 7} = K1 K>.

Beweis

KKy = F(ay,...,an, b1, .., 0m), so dass span p{a;3;/i,j} C KiK. Umgekehrt miissen wir
nun priifen, dass span p{a;3;/i,j} ein Unterkorper von K ist (der offensichtlich
Fu{o,...,a,} U{B1,..., By} enthélt) und damit span p{;3;/i,j} 2 KiK.

Aber es ist klar, dass span p{«;5;/7,j} ein Unterkorper ist, weil zum Beispiel

af € Flay,...,a,) =span p{ay...,a,} = K

und ﬁ; € F(Bi,...,0m) =span p{B1,...,0m} = Ko

und damit ist er abgeschlossen unter Multiplikation.

Analog ist er abgeschlossen unter Inversen.

Auflerdem ist er abgeschlossen unter Addition und Substraktion (weil er ein F-Vektorraum ist).
U



