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(A) Wir haben bewiesen:
Sei {aq,...,a,} eine F-Basis von K /F und {f, ..., Bn} eine F-Basis von K,/F. Dann
ist span p{a;B;/i,7} = K1 K,. Also ist [K1 K, @ F] < mn.

(B) Wir betrachten ferner span . {f3;;7 = 1,...,m} = K1 K, weil man A € K; K, mit Hilfe

von (A) als
A=Y v = (i) B
€Ky
mit v;; € F schreibt.
Ferner gilt: {f;;7 = 1,...,m} ist eine Basis fir K1 K,/K;, falls {#;;j = 1,...,m} iiber

K linear unabhéngig ist.

(C) Analog zeigt man span g {1 =1,...,n} = K1 Ky und {a;4 = 1,...,n} ist eine
K>-Basis fiir K1 K», falls {a;;7 =1,...,n} linear unabhéngig iiber K, bleibt.

Wir haben bewiesen:

Korollar 1

Seien I C Ky, Ky C K;[Ky, : F| := n;[Ky : F| := m. Es gilt [K1K, : F] < nm und
[K1 Ky @ F| := mn, falls §; linear unabhéngig iiber K; bleiben (oder a; linear unabhéngig
iiber K5 bleiben).

Korollar 2
Seien F' C Ky, Ky C K mit [K; : F] =n,[Ky: F] =m und ggT (n,m) = 1.
Es gilt [K1 K5 : F] = mn.

Beweis
n | [KlKQ . F]

m ‘ [KlKQ . F]
kgV(n,m) = —"— = mn. Also mn < [K; Ky : F| < mn. O

99T (n,m)

} = kgV (n,m)|[K1Ks : F|
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Zerfillungskorper

Definition 1
K/F ist ein Zerfillungskorper von f(x) € F|x], falls

(1) f(z) vollstéindig in lineare Faktoren in Kz| zerféllt (deg f > 1) und
(i) F C L & K = f(z) nicht vollstdndig in linearen Faktoren in L(x) zerfillt.

Satz 1
Es gibt einen Zerfillungskorper K/F fir f(x) iiber F.

Beweis

Per Induktion zeigen wir zunichst, dass es eine Korpererweiterung E/F gibt, in der f(x)
vollsténdig zerfallt.

Setze n = deg f(x). n = 1, E = FVv Induktionsanfang n > 1.

Sei p(z) ein irreduzibler Faktor von f(z) in F[z] mit degp > 2 (sonst ist wieder £ = F).

Sei aw € E1/F eine Nullstelle von p(z), iiber E; haben wir also

f(x) = (z — ) fi(z) (*)

fi(z) € Ey[z];deg fi <n—1.

Induktionsanfang fiir f; und E; ergibt eine E/E; und f; zerféllt vollstindig in Elz|. Nun ist
auch o € E. Also zerfillt f wie in () vollstdndig iiber F.
Setze nun K := (\{L/F C L C E; f zerfallt vollstédndig in L[z]} O

Definition 2
K/F ist normal, falls
(1) K/F algebraisch ist
(7i) und K ein Zerfallungskorper iiber F

einer Familie von Plynomen f(x) € F[z].

Proposition
Sei deg f = n K/F ein Zerfallungskorper von f iiber F. Es gilt [K : F| < n!

Beweis

Sei a; € F1/F, a; ist Nullstelle von f. Dann ist [} @ F] < n und f(z) = (z — o) fi(2),
fi(z) € Flz], deg fy <n —1.

Wiederholung: oy € Fy/Fy, ay ist Nullstelle von fi.

Dann ist [Fy : F1] < n —1 und damit [F; : F] < n(n — 1) usw. O
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Satz 2 (Eindeutigkeit bis auf Isomorphie)

Sei ¢ : F = I’ eine Isomorphie.

[(@) € Fla] ~ f(z) € F'la] (deg f > 1).

E ist Zerfallungskorper fiir f iiber F' - E' ist Zerfallungskorper fiir f* iiber F”.

Dann 148t sich ¢ fortsetzen:

o
~

E E’

~J

F F’

Beweis

Sei deg f := n. Induktion nach n. Wenn f iiber F erfillt, dann zerféllt f’ iber F’ und o = ¢. Sei
also p(x) ein irreduzibler Faktor von f(z) in F[z] mit degp > 2 und p’ = ¢(p) der entsprechende
Faktor von f'(z) in F'[x].

a € F ist Nullstelle fir p(x) und g € E’ ist Nullstelle fir p'(z). Setze F; := F(«) und
F| .= F'(p).

Aus Satz 3 der 9. Vorlesung (22.11.2012) folgt, dass ein o existiert, so dass

A~ L F
i
F—

Wir haben also den folgenden Ansatz:
o1 . Fl ;> Fll

f(z) = (x — a) fi(x) iber Fy, deg fi < n — 1 und E ist ein Zerfallungskorper von f; iiber F7,
weil £ O Fj und alle Nullstellen von f; und fiir £ 2 L D F} ist es unmoglich, dass L alle
Nullstellen von f; enthélt (sonst enthélt L « und alle Nullstellen von fi, also alle Nullstellen
von f - Widerspruch. Minimalitat von E als ein Zerfallungskérper von f iiber F).

f'(x) = (x — B)fi(x) iber F], deg fi <n — 1 und E’ ist ein Zerfallungskorper von f] iiber F.
Also habenw ir nun den Ansatz fi, F1, 07 mit deg f; < n — 1.
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Die Induktionsannahme liefert ein o, so dass

F ~ B
U
~ /
R
Also
F ~ E
o
~ /
F o F|
F—— .
2
Korollar

Ein Zerfillungskorper von f € F[z] iiber F' ist bis Isomorphie auf F' eindeutig.

Beweis
Seien K und K’ Zerfallungskorper von f iiber F. Es gilt

K—>~ LK
U
Id
o F=1Id p—F O

Definition
(a) F/F ist ein algebraischer Abschluss von F, falls
(a) F/F algebraisch ist;

(b) f(z) € F[z] vollstéindig in lineare Faktoren iiber F' zerfillt fiir alle f € F[z].

(b) K heiBit algebraisch abgeschlossen, falls jedes f € Kz| (deg f > 1) eine Nullstelle in K
hat.

Bemerkung
K ist algebraisch abgeschlossen < f € Klz| (deg f > 1) zerfillt vollstindig in linearen Fakto-
ren iiber K < K = K.



