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Erinnerung
f(z) € Flz](deg f > 1); « ist eine mehrfache Nullstelle < « ist Nullstelle von
Df(l') g moc,F|f<x> und ma,F|Df('r>'

Korollar 1
Sei f(x)(deg f > 1) irreduzibel. Es gilt: f ist inseparabel genau dann, wenn D f = 0.
(Das heiBt, dass f eine mehrfache Nullstelle hat < Df = 0).

Beweis
« ist eine mehrfache Nullstelle < m, p ggT von f und Df.
Nun ist f irreduzibel = degmg, p = deg f > deg D f. Also my r|Df = Df = 0. O

Beispiel
(1) f(x) = 2" —z € F,[x]
Df(x)=pa?" ' —1=-1
D fhat gar keine Nullstelle, also ist f separabel.
(2) f(x) = 2" = 1; Df(z) = e’
Annahme: Char F' = 0 oder Char F' := p { n. Dann ist Df # 0 und hat 0 als einzige
Nullstelle. 0 ist aber keine Nullstelle von f, also ist f separabel und die Gleichung

2" —1=0

hat n paarweise verschiedene Nullstellen. (Sie heiflen die n nte Einzeitswurzel.)

(3) f(x) =2™—1; Char F = p|n; Df(x) = na"™ — 1= 0= f ist inseparabel. O
Korollar 2
Sei Char F' = 0.

(i) Sei f € Flx] irreduzibel (mit deg f > 1). Dann ist f separable. Allgemeiner

(i1) f(x) ist separabel genau dann, wenn f = cllp;(z);0 # ¢ € F;p; # p; fir i # j p; ist

irreduzibel normiert.
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Beweis
(1) f£0= Df #0 (weil Char F' = 0).

(73) Verschiedene Irreduzible (normierte) konnen keine gemeinsame Nullstelle wegen Eindeu-

tigkeit des Minimal-Polynoms in der Primfaktorisierung
k

f:CHpi(l‘) pi 7 pj
i=1

haben. Auflerdem hat keiner der Faktoren eine mehrfache Nullstelle (folgt aus (7)). Also
hat f keine mehrfache Nullstelle. O

Beispiel
(4)f = 2% —t € Fy(t)[z]. f ist irreduzibel, weil v/t & Fy(t).

Df =0, also ist f irreduzibel, aber inseparabel.

Bemerkung
Sei f(x) = g(aP) € Flz| Char F =p > 0;deg f > 1
i.e. f(l‘) = 'Vm(l‘p)m 4+ -4 ’Yll'p + Y. (*)

Also Df(z) =0 und f ist inseparabel.
Umgekehrt: f(z) € Flx](deg f > 1) mit Df = 0 muss die Gestalt (x) haben, i.e. f(z) = g(aP)
mit g(x) € F[z].

Proposition 1 (Ubungsaufgabe)
Sei Char F'=p > 0.

Es gelten (a+0bP = a?+b° fir alle a,b € F
(ab)p = aPb?
und p: F = F
a > a?

ist ein injektiver Korper-Homomorphismus (Frobenius).

Korollar 3
F ist endlich = ¢ : F - F
a+— a?

ist auch surjektiv, also ein Automorphismus. Das heifit F = FP := {a?;a € F}.

Beweis
[F ist endlich, also endlich dimensional iiber den Primkérper F, und kann also nicht isomorph

sein zu einem echten Unterraum (siehe Korollar 4 aus “Lineare Algebra 1”7, 13. Vorlesung vom
2.12.2011).
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Proposition 2
Jedes irreduzible Polynom iiber einen endlichen Korper F ist separabel. Ein Polynom f(z) €
Flx](deg f > 1) ist separabel < Produkt von paarweise verschiedenen irreduziblen Polynomen.

(Korollar 2 gilt also auch fiir endliche Kérper.)

Beweis
Sei f € Flz|(deg f > 1); Char F :=p > 0, f irreduzibel.
f inseparabel & Df =0 < f(z) = g(aP).

Berechne:
flz) =g@P) = ap(@”)™ +---4+ a2P +aq
= WP 4t b+ b
= (bpa™)P 44 (bz)P + b
= (bpx™ +---4 bx+b)?
Widerspruch. O
Bemerkung

Wichtig war: FP = F.

Definition

Ein Korper F' heif3t perfekt, falls Char F' = 0 oder Char F'=p > 0 und F' = FP.

Proposition 3
Proposition 2 gilt fiir F' perfekt (anstatt F endlich).
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Kapitel 3: (Endliche Gruppen)

Definition 1
Sei G eine Gruppe. H C G ist eine Untergruppe, falls H eine Gruppe ist (mit der Verkniipfung
von (), das heiit H # 0;z,y € H = xy € H,x~' € H.

Definition 2
(1) Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H ist ein Gruppenhomomorphismus, wenn

o(zy) = p(x)p(y) ist fir alle z,y € G.

(74) Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus.

i der Elemente in G, falls G endlich

oo sonst

Notation: |G| := {



