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Definition
(1) G ist eine Gruppe mit z € G.

2] kleinste n € N mit 2" = 1 falls vorhanden
z| =
o0 sonst

|z| ist die Ordnung von z, per Konvention [z°] = 1.

(2) H ist zykisch, wenn ein x € H existiert mit
H=<z>={2"|neZ}

und z heiit Erzeuger der Gruppe H (additiv H =< x >= {nx | n € Z}).

Bemerkung

Eine zyklische Gruppe ist abelsch.

Proposition 1
H =<z >= |z| = |H]|, das heifit
(1) |[H=n<oofirneNy s 2" =1und o' # 27 fiiri # j;4,5 € {0,...,n — 1}

(2) |H| = oo genau dann, wenn z' # 27 fiir alle 4, j € Ny mit i # j.

Beweis
)|zl =n<oo,wenn 2’ =2 mit 0 <i<j<n=2"=1mt0<j—i<n-
Widerspruch.

Sei 2% €< x >k =qgn +r mit 0 <r < n, also 2¥ = 2" = (2")%" = 2",

(2) |x] =ocound ' = 2/ mit 1 # j = 2/~ = 1. Also |z| < j — i - Widerspruch. O

Proposition 2
Sei G eine Gruppe mit € G und m,n € Z. Es gelten 2" =1 und 2™ =1 = 2% =1
fir d = ggT (m,n). Insbesondere ™ = 1 mit m € Z = |z||m.

Beweis
d = mr +ns. Also ¢ = (2™)"(2™)* = 1. Sei nun 2™ = 1. Setze |x| = n. Schreibe m = gqn +r

mit 0 <r < n. 2™ = (2")%2" = 2" =1 - Widerspruch. Also r = 0. O
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Proposition 3

Zyklische Gruppen derselben Ordnung sind isomorph.

Beweis
(1) Sei |G| = |H| =n,G =<z >und H =< y >. Betrachte
v: G - H
b o P

¢ ist wohldefiniert, weil 2" =2 = 2" *=1=n|r—s=nt = (r — s)

=Sy =) =l=yy =12y =y

Es ist klar, dass ¢ ein Homomorphismus und auch surjektiv ist. Da beide Gruppen die
gleiche Ordnung haben und endlich sind, folgt das ¢ injektiv ist.

(Eine Abbildung ¢ : S — S (S ist eine endliche Menge) ist injektiv < sie ist surjektiv <
sie ist bijektiv).

(2) Sei nun |G| = |H| = 0.

pv: G —- H
zF = Yk
ist ein surjektiver Homomorphismus und ferner injektiv, weil 2 # 27 < y* # 1. U

Beispiel
(1) |G| = n und G ist zyklisch = G ~ Z,
(2) |G| =00 und G ist zyklisch = G ~ Z

Erzeuger

Proposition 4 (Ubungsblatt)
Sei G eine Gruppe mit x € G und j € Z mit j # 0. Es gelten

(1) Jz| =00 = |27] = o0

(2) |z =n<oo=|2!| = PTACH)

(3) |z| =n < oo und jln = |27| = ?

Proposition 5
Sei H =< x> und 5 € N.

(1) |z| = oo, dann ist 27 Erzeuger genau dann, wenn j = +1

(2) |z|] < oo, dann ist 27/ Erzeuger genau dann, wenn |z| = n und ggT (j,n) = 1.

Beweis
(1) Ubungsaufgabe

(2) 27 Erzeuger & |H| = |27|. Also & |27] = |z| & TG =" 99T (j,n) = 1. O
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Korollar 6
|H| = n; Hist zyklisch, dann ist die Anzahl der Erzeuger von H = ¢(z) (Euler).

Satz 7
Sei H =< x > zyklisch.

(1) K < H = K zyklisch, das heifit K =< z? > (oder K = {1}), wobei d die kleinste d € N
mit 2% € K.

(2) |H| =00 =< a? >#< 2’ > fiir i # j;4,j € Np.

(3) |H| =n < o0;j € No;jln = K < H; K zyklisch; |K|=j und K =< 27 >



