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§ Beweise der Sylow-Sitze

Beweis von Sylow 1

Induktion nach |G|. |G| =1 - klar.

Induktionsannahme: Sylow 1 gilt fiir alle Gruppen der Ordnung < |G|.

Induktionsschritt: Wir werden “Cauchy’s Satz” benutzen und Aufgabe 9.4 benétigen.

Sei G eine endliche abelsche Gruppe, p € N eine Primzahl und p||G|. Dann exisitert ein € G

mit |z| = p. Betrachte die Klassengleichung |G| = |Cg| + Z |G : C(y;)] und beachte, dass

y:i¢Cq
C := Cg abelsch ist. Zwei Fille sind zu betrachten:

Fall 1

P IC1 = 3jmit p1[G 2 C(y,))- Aber p* | 1G] = [G: Cly)] | Cly) |- Also p* | |C(y,)]- Nunist
|C(y;)l < |G, day; & C ist.

Induktionsannahme = C(y;) besitzt eine Untergruppe der Ordnung p*.

Fall 2

p | |C| = Cauchy’s Satz liefert ein Element ¢ der Ordnung p.

Nun ist < ¢ > <G, | < ¢ > | = p. Betrachte die Gruppe G/ < ¢ > der Ordnung ‘<|§|>‘ = |,T|'
Also p*! | |% .

Induktionsannahme = 3 eine Untergruppe von GG/ < ¢ > der Ordnung p*~!. Nun haben die
Untergruppen von G/ < ¢ > die Gestalt H/ < ¢ >, wobei H < G und < ¢ >< H.

Also existiert H < G mit |H/ < ¢ > | = p*! und damit ist

|H|=|H/ <c>||<c>]|=p"tp=rph O
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Beweis von Sylow 2

Wir benétigen eine

Bemerkung

Sei H < G und g € G, dann ist gHg~! auch eine < G. Also haben wir eine Aktion von G auf
I' := die Menge der Untergruppen von G durch Konjugation.

e Fiir die Aktion berechnen wir (H € T') Staby := {9 € GlgHg™' = H} := N(H) der

Normalisator von H ind G.
e Beachte: H < N(H).

e Wir berechnen die Bahnen Oy = {gHg™' | g € G}, H € T.
Korollar 1 (23. Vorlesung) liefert |Ogy| =[G : N(H)]
und [G: H] =[G : N(H)|][N(H) : H], so ist |Oy| | [G : H].

e Zum Spezialisieren dieser Aktion auf die Mengen II C I' der Sylow-p-Untergruppen von
G. Die Aktion auf IT ist wohldefiniert, weil gHg™! € II, wenn H € II.

Wir bekommen ein:
Hilfslemma
(i) Sei P eI, H < N(P) und |H| = p/, dann ist H < P. Es folgt:

(17) P ist eine Sylow-p-Untergruppe von N(P) und die einzige.

Beweis

H'< N(P) und } = HP ist Untergruppe und HP/P ~ H/(H N P)

P < N(P)
(Isomorphie-Satz). Also ist H P/ P isomorph zu einer Faktorgruppe von H und
damit hat sie die Ordnung |H P| = pF fiir ein geeignetes k. Also |H P| = p*|| P|.
Da aber P eine Sylow-p-Untergruppe ist, miissen wir £ = 0 haben,

ie. HP = P, so dass H < P. U
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Beweis von Sylow 2 - Fortsetzung

Wir betrachten eine Bahn ).

Fall 1

Sei P € > und betrachte die Atkion von P auf ) . Wir bekommen eine Partition von ) in
P-Bahnen.

e Betrachte die Bahn von P. Die ist offensichtlich { P} (weil zPz~! = P fiir alle z € P).

e Wir behaupten, dass { P} die einzige Bahn der Kardinalitat 1 ist:
Sei {P'} eine P-Bahn. Dann gilt zP'z~! = P’ fiir alle z € P, das heiit P C N(P’) und
Hilfslemma (ii) liefert P = P’ (weil P’ die einzige Sylow-p-Untergruppe voN (P’) ist und
P ist eine Sylow-p-Untergruppe von N(P')).

e Beachte, dass jede P-Bahn-Kardinalitit eine Potenz von p hat, da diese Kardinalitét die
Kardinalitét | P| teilen muss (siehe Korollar 1, 23. Vorlesung). Also ist |} | =1 mod p.

Dieses beweist die zweite Aussage von Sylow 2 (2).
Nun beweisen wir Sylow 2 (1). Wir zeigen, dass ) die einzige Bahn ist, sonst gibt es P € TI

mit

Fall 2

P ¢ > . Betrachte wieder die Aktion von P auf ) . Analog wie Fall 1 sehen wir, dass es
tiberhaupt keine P-Bahnen der Kardinalitdt 1 gibt (die einzige Moglichkeit, ndmlich { P} schei-
det nun aus, weil P ¢ ) ist).

Also ist | Y | =0 mod p - Widerspruch.

So Y = II und damit ist (1) bewiesen.

Also ist |II| = [G : N(P)] fir alle P € II (Korollar 1, 23. Vorlesung). Also ist die Anzahl der
Sylow-p-Untergruppen ein Divisor.

Das beweist die erste Aussage in Sylow (2).

Nun beweisen wir Sylow 2 (3)

Sei H < G, |H| = p*. Betrachte die Aktion von H auf II. Die H-Bahnen haben Kardinalitit ein
Divisor von |H| (Korollar 1, 23. Vorlesung), also haben die H-Bahnen-Kardinalitét eine Potenz
von p.

Nun ist aber |[II] =1 mod p, also gibt es eine H-Bahn {P} mit nur einem Element, das heifit
H < N(P) und damit H < P (Hilfslemma (i)). O



