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Sei V' endlich dim Vektorraum iiber K. Es gilt: Alle Basen haben dieselbe
Kardinatitét.

Seien Basen By = {p1,...,0m} e.rzeugt o linear unabhéngig
By = {o,...,q,} linear unabhéngig erzeugt
Satz impliziert n < m und auch m <n, also m =n ([l

Wir konnen nun eindeutig dim V' definieren.

Sei V endlich dim. K-Vektorraum.
dimV := | B| B eine Basis fiir V.

Wir konnen nun den Satz umformulieren.

Sei V' ein endlich dim Vektorraum; n := dim V.

(a) Jede Teilmenge mit mehr als n Elementen ist linear abhéngig. (Eine
linear unabhéngige Teilmenge hat < n Elemente.)

(b) Jede Teilmenge mit weniger als n Elementen ist nicht erzeugend. (Eine
erzeugende Teilmenge hat > n Elemente.)

(a) V={0}, B=0, dmV=]0]=0
(b) dim K™ = n, weil die Standardbasis € := {ey,...,e,} hat | £ | = n.

(¢) K™*™ = Mat,,x, hat die Dimension mn: Die mn-Matrizen mit einer 1
in der ij-ten Stelle und 0 sonst ist eine Basis.

(d) V=KN:={f| f:N— K} ist nicht endlich dim, weil die Elemente
1 n=:1
filn) = { 0 n#i
eine unendliche linear unabhéngige Teilmenge definieren, namlich
Seien 43 < -+ < i und e f;; + -+ cpfi, =0, so ist
(erfi, +afi)y) = =0, firalel =1,... k.
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(Fortsetzung Lemma)
Sei V' ein K-Vektorraun. Sei S linear unabhéngig in V' und /5 ¢ span(S). Dann
ist S U {p} linear unabhéngig.

Seien ¢q,...,¢p,b € K mit ciaq + -+ + ¢, + b8 = 0.
Behauptung:
b=0,sonst b3 = (—c1)ag + -+ + (—Cm)m, b # 0.

Also 8= [(—c)b s + -+ [(—cm)b ) = B € span(S) - Widerspruch.

Also b = 0.
Also >~ c;a; = 0 und S ist linear unabhéngig = ¢; = 0, fir alle 1 <i <m. O

Sei V ein endlich dim K-Vektorraum und W C V ein Unterraum. Jede linear
unabhéngige Teilmenge von W ist endlich und ist Teil einer (endlichen) Basis
fur W.

Sei S C W linear unabhéngig und beobachte: S C V ist linear unabhéngig.
Also | S| <dimV.

sei nun Sy € W linear unabhéngig. Wir setzten Sy zu einer Basis fort wie
folgend.

Betrachte span(S;) € W. Unterraum.

Falls = okay.

Fall C, sei 81 € W; 1 & span(Sp). Setze Sy := Sy U {f;} linear unabhéngig
(Lemma 1).

Wiederhole: S; U {f,} := S5 linear unabhéngig usw.

In hochstens dim V' vielen Schritten erreichen wir S, = Sy U {S1,..., Bm},
wofiir span(S,,) = W sein muss!

Ferner S,, linear unabhéngig , also .S,, Basis fiir W. U

Sei W ein echter Unterraum vom endlich dim K-Vektorraum V' (i.e. W C V).
Dann ist W endlich dim und dimW < dim V.

Setze Sy = () und setze fort wie im Beweis von Satz. Wir erhalten eine Basis
Sy, von Wi span(S,,) = W inm < dim V vielen Schritten. Also m := dim W <
dim V.

Aber W echt; ex. B &€ W, i.e. § & span(S,,). Also S,,, U{S} linear unabhéngig;
som—+1<dimV. Also m < dimV. O

Sei V' endlich dim Vektorraum iiber K. Jede linear unabhéngige Teilmenge ist
Teil einer Basis.

Seien Wy, Wy endlich dim K-Vektorraume. (W; € V und Wy C V Un-
terrdume.) Es gilt W; 4+ W5 ist endlich dim und dim W; + dim Wy = dim(W; N
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Satz und Korollare implizieren, dass W; N W eine endliche Basis {a, ..., ax}
hat und {ay, ..., ag, 1, ..., Bn} Basis fir Wi, {aq, ..., ag, 01,...,0,} Basis fir
Wy fiir geeignete 51, ..., Bm, 01, .-, 0p .
—_—— ——
U4t eEWs

Der Vektorraum Wi + Wy wird von aq, ..., ax; 51, ..., Bm; 01, - .., 0, erzeugt.

Diese Vektoren sind linear unabhéngig.

2wt + 2y + 2o #dr = 0 (*)-
= — > %0, = Y xia; + Y y;iBi.

Also > 2.0, € Wi. Aber auch € Wy per Definition. Also € Wy N Wa.

Also > 2.0, = > ¢ fiir geeignete ¢y, ..., ¢, € K.

Aber {ay ..., g, d1,...,0,} sind linear unabhéngig = 2, = 0, fiir alle 1 < r <
n.

Also > wia; + > y;8; = 0in (%) und {on ..., 04,01, ..., Bm} sind linear un-
abhéngig = 2, =0und y; =0, firalle 1 <7 < kund 1 <j <m.

Also dim Wy +dim Wy = (k+m) + (k+n) =k + (m+k +n). O



