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Erinnerung () y=(Y1s- .. Yn)-
a1
A= : a; : i-te Zeile.
Ay,
Es gilt: yA =y10q0 + - - - + ypau,.
(17) i-te Zeile von BA = [i -te Zeilenmatrix von B] A =
g
(Bﬂ, ce 7an) = Z?:l BijOéj; 1 S 7 S n.
an
Also ist die i-te Zeile von BA eine lineare Kombination der Zeilen von A.
Korollar 1 A n x n iiber K, a,...,a, die Zeilenvektoren von A linear unabhingig = A
invertierbar.
Beweis B = {ay,...,a,} ist eine Basis fiir K™, also schreibe Standard Basisvektor:

€ = Z?:l BijOéj 1 < 1 <n.

Sei B die nxn-Matrix mit B;; als Koeffizienten. Betrachte die Matrix B A, die i-
te Zeile von BA = [i-te Zeile von BJA, ie. (B, ..., Bin)A = Z?Zl Bijaj =e;.
Also BA = 1,,. O

Fiir die Umkehrung siehe Ubungsblatt.
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Kapitel 2: § 5 Zeilenraum

aq
Definition 1 Sei A = : : :: m X n iber K und ay,...,q, € K" Zeilen von A.
_ ;m__
Der Zeilenraum von A ist span {ay, ..., a,} € K™ (Unterraum).

Satz 1

Beweis

Satz 2

Beweis

Hilfslemma

Beweis

Der Zeilenrang von A ist die Dimension davon.
Zeilendquivalente Matrizen haben denselben Zeilenraum.

B = PA; P invertierbar; A, B m X n.

Amxn, Bmxn; Pmxm

So B=P A < jede B-Zeile ist eine Linearkombination von A-Zeilen.

Also A = P7'B < jede A-Zeile ist eine Linearkombination von B-Zeilen.
Also liegt jede B-Zeile im span{aj, ..., a,,} und umgekehrt.

Also Zeilenraum von A = Zeilenraum von B. 0]

Wir werden auch die Umkehrung von Satz 1 zeigen. Dafiir studieren wir den
Zeilenraum von Matrizen in r.Z.S.F.

Sei R # 0in r.Z.S.F. Dann bilden die Zeilenvektoren von R die ungleich 0 sind,
eine Basis fiir den Zeilenraum von R (also Zeilenrang von R = f der Zeilen,
die ungleich 0 sind).

P1
Seien pq, ..., p, die Zeilen # 0; R = »
Es ist klar, dass py,...,p, den Zeilentraum erzeugen. Wir zeigen nun lineare
Unabhéngigkeit (analog Beispiel 1 (d) in 13. Vorlesung).
Seien by < - -+ < k, die Spaltenindexe (in der die Haupteinse der p; erscheinen)
app + - + eapr = (0,...,1,...,0) + ( .0,0,1,...0) + --- +
cr(O,...,O,l,...,O):(O,...,O)1mpllzlert cpo=--=c¢ =0. O

Seien Rund R’ mxn inr.Z.S.F. Es gilt: R und R’ haben denselben Zeilenraum
impliziert R = R’
ki < --- < k, < Haupteins-Spalten. k} < --- < k.. Index wie oben.

Beobachte: Wenn p; eine lineare Kombination von {p},...,p.} ist, dann gilt
k; =k, fur alle 1,... 7. O
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Satz 3

Beweis

Korollar 1

Beweis

Korollar 2

Beweis

Korollar 3

Zusammen-
fassung

Seien m,n € N und K ein Korper. Sei W ein Unterraum von K"; dim W < m.
Es gilt: 3m x n-Matrix in r.Z.S.F. R mit Zeilenraum R = W.

Existenz: dim W < m. Seien ay, ..., a,, € W;span {a1,...,a,} = W. Setze
a7

A= — — —— | m X n-Matrix.

Zeilentaum A =W. A Z. 4. zu R in r.Z.S.F. und Zeilentraum A = Zeilenraum
R=W.

Eindeutigkeit: Sei R’ eine Matrix in r.Z.S.F. mit Zeilenraum R’ = W. Dann
gilt: Zeilenraum R = Zeilenraum R’ L) p_ R O

Jede m x n-Matrix ist zeilendquivalent zu einer eindeutigen Matrix in r.Z.S.

F.

A ist zeilendquivalenz zu R und A ist zeilendquivalent zu R’
= Zeilenraum R = Zeilenraum A = Zeilentaum R’ = R = R'. O

A, B sind m x n-Matrizen iiber K. Es gilt A ist zeilendquivalent zu B genau
dann, wenn Zeilenraum A = Zeilenraum B.

LL:>77 /

“<" Zeilenraum A = Zeilenraum R = Zeilenraum B = Zeilenraum R’
= R = R'. Also ist A zeilendquivalent zu R und B ist zeilendquivalent
zu R = A ist zeilendquivalent zu B. O

A, B sind m x n-Matrizen iiber K. Folgende sind dquivalent:
(1) A und B sind zeilendquivalent.
(2) A und B haben denselben Zeilenraum.

(3) B = PA; P invertierbar m x m.

(I) Verfahren zum Berechnen von Basis und Dim von Zeilenraum von A.
- Reduziere A zu R in 1.Z.S.F..
- Eine Basis fiir Zeilentaum A = {p1,...,p.} (die nicht Nullzeilen von
R).

(IT) Nun betrachten wir den Losungsruam C K™ zu AX = 0, wobei A eine
m x n-Matrix ist. Setze S = Losungsraum. Wir berechnen eine Basis und
die Dimension.

- Reduziere A zu R in r.Z.S.F. S ist auch Losungsraum fiir RX = 0.
- Seien pyq,...,p, die nicht Nullzeilen von R und kq,...,k, die Spalten-
indexe, in denen die Haupteins der Zeilen erscheinen.
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Erinnerung  Losungsverfahren:
{k,, ...,z } Hauptvariablen J = {1,...,n} ~ {ki,...,k.}

{x;,j € J} freie Variablen; | J | =n —r.
Lose Ty = Zje]cljxj
o (¥)cij e K;1<i<mrjelJ
Thy = Zje] CrjT;
e Alle Losungen bekommt man durch Einsetzen beliebiger Werte fiir
Q?j,j e J.

e Also sei Ij die Losung, die man bekommt durch Einsetzen von z; = 1
und z; =0 fir allei € J \ {j}.

Behauptung Die (n — r)-Vektoren {E};j € J} sind eine Basis fiir S.

Beweis : o : . N
(1) Lineare Unabhéngigkeit wie oben. (Die Spaltenmatrix £; hat eine 1 in

der j-ten Zeile und 0 in den anderen Zeilen, die durch Elemente aus J
indiziert sind.)

(2) Erzeugen: folgt aus (x).
Details: UA. Also {E;;j € J} Basis. Es gilt also: dim S =n — 7.



