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19. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 10. Januar 2012

Sei T : V. — W eine Abbildung. T ist invertierbar, wenn es eine Abbildung
Ugibt mit U: W — Vund UoT = Idy und T o U = Idy, wobei Id die
Identitéatsabbildung bezeichnet: Id(x) = z fiir alle x.

T ist invertierbar < T ist bijektiv.

)
(1) T(21) = T(22) = 21 = (UoT)(x1) = U(T(21)) = U(T'(2))
= (U oT)(xg) = x4, also ist T injektiv.

(2) (ToU)(y) =y, alsoy=T(U(y)) fir alle y € W, also ist T" surjektiv.

CL¢)7

T bijektiv < fiir alle y € W existiert genau ein x € V mit T(x) = y. Setze
U(y) := x. Also wird U : W — V eindeutig definiert durch U(y) = =z <
T(x)=uy.

Berechne U(T'(x)) =?. Setze y := T'(x). Also U(T'(z)) = =.

Analog T(U(y)) =y. AlsoUoT = Idy und T o U = Idy. O

T ist invertierbar = U ist eindeutig definiert. Schreibe U := T~!. Also
T y) =v e y="T().

T ist linear und invertierbar = T'~! ist linear und invertierbar.

?
(Cﬁl + B2) = (51) +7" (521-

;:Y ::X

T-1(Y)=X & T(X) =Y. Also berechne T(X) = T(cT'(51) + T~(52))
= cT(T (A1) + T(TH(B2)) = cP1 + Pe. O

Es seien V3 W 5 Z invertierbare Abbildungen. Dann ist Lo G : V — Z
invertierbar und (Lo G)™' =G 1o L1

(Gl'oLt'o(LoG)=Glo(L o l)oG=G1oloG=G 1 oG =1
Andere: Analog. U

GL,(V):={T | T : V — V invertierbare lineare Abbildung}.
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Wir haben gerade gezeigt, dass GLy (V') mit der Verkniipfung o eine Gruppe
ist. GLg(V) ist die allgemeine lineare Gruppe (general linear group).

T ist singuldr, falls ker(T") # {0} ist. Sonst heifit T" reguldr oder nicht singuldr.
Also bedeutet T regulir: T'(a) =0 = a = 0.

T :V — W ist reguliar < T bildet eine linear unabhéngige Teilmenge von V'
auf eine linear unabhéngige Teilmenge von W.

“i”
Sei ker(T) = {0} und ay,...,a4 linear unabhingig in V. Zu zeigen:
T(cv),...,T(ag) linear unabhéngig.

Sei ;T (aq) 4+ -+ + cxT(ag) = 0. Also T(croq + -+ + cgag) = 0. Also
caj + gy € ker(T). Also ciaq + -+ + cpay, = 0; aq, ... linear un-
abhéngig = c¢; =--- =¢;, = 0. U

Sei dim(V) = dim(W) =d und T : V' — W eine lineare Abbildung. Es gilt T’
ist injektiv < T ist surjektiv.

Wir wenden den Dimensionssatz (Satz 1, Vorlesung 18) an.
dD = rang(T) + dimker(7). Also T injektiv < ker(T) = {0} <
dimker(7T) =0« rang (T) =d < dim Rr =d < Ry = W < T surjektiv. O



