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(1) [a]lw = a+ W ist die Nebenklasse von o mod W. Ein 8 € [a]w heiit

Reprisentant der Aquivalenzklasse.

(2) V/W := Menge der Nebenklassen. Versechen mit einer Verkniipfung +:

(a1 + W)+ (e + W) = (1 + ) + W
und einer Verkniipfung Skalarmultiplikation:
c-(a+W):=(ca)+ W fir c € K.

Diese Verkniipfungen sind wohldefiniert, unabhéngig von der Wahl der Re-

prasentanten, i.e.

(@) a=ad" mod Wund =" mod W= a+p=d + mod W

() o =a’ mod W und ¢ € K = ca = co/ mod W.

(@) a—a eWund - eW = (a—a)+(B-0) =
T aw

(a+p8)—(+p)eW=a+p=d 4+ mod .

b)) a—deW=cla—d)eW=ca—cd/ € W= ca=ca’ mod W. 0O

V/W mit diesen Verkniipfungen ist ein K-Vektorraum.

UA: Was ist 0?

Oyyw = 0+ W = W ist der Nullvektor in V/W.
Was ist eine additive Inverse?

(a+W)+ ((ma) + W) =0+ W =W = Oy

a:=a-+W. Also

(i) a=0a+W=WsaeclW

(Die kanonische Projektion)
mw:V = V/W

mw (a) := @ ist eine surjektive lineare Tranformation mit ker(my ) = W.

mw (car+ag) = (can+eag)+W = (car+W)+(caa+W) = (a1 +W)+(ag+W).

Sei @ € V/W, dann ist @ = my ().
OéEker<7Tw)@a:OV/W<:>CY+W:W<:>OéEW.
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dim W + dim(V/W) = dim V.

(Homomorphiesatz)
Seien V., Z zwei K-Vektorrdume und 7' : V' — Z linear. Es gilt:
V/ker(T) ~ R;.

Definiere T : V/ker(T) — Ry mit T(a + ker(T)) = T(a) = T(a).

(1) Ist T wohldefiniert ? @ = o/ = T'(a) = T(a/) ?
a—d eker(T)eT(la—d)=0<T(a)=T()

(¢4) Linear 7 B B B
T(ar+az) = T(ar + az) = T(ar+ag) = T(an) +T(ag) = T(an) +T(a3).
Analog zeigt man: Fiir c € K und o € V ist T'(ca) = I'(a).

(iii) T(a) € Ry. Esist T(@) = T(a). Also ist T surjektiv.

(iv) T injektiv? _
acker(T)eT@)=0<T(a) =0 acker(T)<a=0. Soist T’
regulér. Il

weae W
W
wobei W, W’ Unterraume von V und V =W @ W’ sind.

!/
~ W,

V =W @& W' bedeutet fir alle v € V, dass genau ein w € W und genau ein
w' € W' existieren, so dass v = w + w'.

Definiere Py, : V. — W' v — w'.

UA: Ist Py, linear? Surjektiv?

vEker(Py) < Pp(v)=0uw=0cveW.

Satz 2 = V/ker(Py) ~ Bild (Py). O

: . (VW =~ WY,
wobei W C V ein Unterraum ist.

Sei my : V — V/W. Betrachte ©fy, : (V/W)* — V*. Setze T := my .

Rye = (ker(T))" = WO. ker(T") = (Ry)° = (V/W)° = {0}.

Also ist T" regulir und surjektiv auf W°. O
Sei W C V ein Unterraum. Was ist die Beziehung zwischen W* und V* ?

. . W VWO,
wobei W C V ein Unterraum ist.
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Beweis 1 Id: W — V Identitétsabbildung

Id Vs — W*
ker(]dt) = (R[d)o = WO
Rya = (ker(Id))° = ({0})° = W™, 0

Beweis 2 Ubungsaufgabe
Betrachte die Abbildung p : V* — W*; p(f) := f/W (die Restringierung).
Ist p linear? Was ist ker(p) ? Was ist R,?
Benutze Homomorphiesatz (nach der Berechnung von ker(p) und R,). O



