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Sei R eine m X n-Matrix in r.Z.S.F und setze r := die Anzahl der # 0-Zeilen
von R.
Falls » < n, dann hat das homogene System

RX = 0(+)
nicht triviale Losungen.

r = Anzahl der # 0-Zeilen in r.Z.S. F.
= Anzahl der Haupteins
= Anzahl der Hauptvariablen.

Also n—r = Anzahl der freien Variablen und r < n = n—1r # 0 = es existiert
mindestens eine freie Variable z;. Wir erhalten eine nicht triviale Losung fiir
(%), indem wir z.B. z; = 1 setzen. O

Sei A eine (beliebige) m x n-Matrix mit m < n. Dann hat das homogene
System
(5)  AX=0

nicht triviale Losungen.

Sei R in r.Z.S.F zeilendquivalent zu A. (R ist immer noch eine m x n-Matrix.)
Setze r := Anzahl der # 0-Zeilen von R.
Also r < m < n. Also hat

RX = 0(+)

nach Korollar 1 nicht triviale Losungen und damit auch (5). O

Sei R eine n x n-Matrix in r.Z.S.F und ohne Nullzeilen (also jede Zeile hat
eine Haupteins). Dann ist R = I,,.

125 F = 1<k, <k <--- <k, <n, wobei k; die Spalte ist, in der die
Haupteins der Zeile Z; erscheint).

Also kj=yj, firallej=1,...,n.

Also aj;=1,firallej=1,...,n.

Sei ¢ # j, dann ist a;; in der k;-Spalte



Korollar 3 Sei A eine n x n-Matrix. Es gilt:
A zeilendquivalent zu I, < AX = 0 hat nur die triviale Losung.

Beweis “=" klar, weil [,, X = 0 nur die triviale Losung hat.
“<="  Sei R eine n x n-Matrix in r.Z.S.F und zeilendquivalent zu A. Sei r :=
Anzahl der # 0-Zeilen von R. Korollar 2 = r > n. Andererseits r < n.
Also r = n. Also hat R keine Nullzeilen = R = I,,. Il



Kapitel 1: § 5 Matrix-Multiplikation

Definition 1 Seien A eine m x n- und B eine n x p-Matrix iiber K.
Wir definieren eine neue Matrix C' := AB; das Produkt als die folgende m x p-
Matrix:

Cij = i AirBrj'
r=1

Also Zeilen mal Spalten!

Beispiel 1 (1) a;n - Qip 1 anp r1 + -+ A, Ty
asy -+ Qop ) agr r1 + -+ agn T,
Am1 **° Qmn Tn m1 1+ o+ A Ty
m X n nx1 m x 1
(2) 1 00 ajp; a2 ais
010 Qg1 Q22 (93 =
0 0 1 as; Qg2 a33
ap;;r + 0 + 0 aip + 0 + 0 a1z + 0 + 0
0 + a9 + 0 0 + a9y + 0 0 + 23 + 0
0O + 0 4+ axn 0 + 0 + a3 0 + 0 + ass
a1 Q12 A3
Q21 Q22 A3
a3p Gaz2 Aas3

(3) Allgemeiner: Sei A eine n x n-Matrix. Es gilt C = A, = [, A = A.
Beweis: Wir zeigen Al, = A. (I, A wird analog behandelt.)

(AL = >0 Ai(ln)rj (%)

Falll r#j (L), =0
Fall2 r=j (1), =1

Dot Ain(In)rg = Ai(In) g5 = Ay O
(4) Uber F:
1 2 5 06 . (1 L Jrd 5) + (2 Ldrd O) (1 L Jrd 6) + (2 L drd ].) .
(3 4)(0 1)_<(3075) + (4070) (3e76) + (4071))_
2 X2 2 X2

(1)

2% 2

}in (%) eingesetzt ergibt die Summe



(5) Die j-te Spalte von AB (als m x 1-Matrix) = _A  [j-te Spalte von B]

mXxn

(als n x 1-Matrix).

und:

Die i-te Zeile von AB (als 1 x p-Matrix) = (als 1 x n-Matrix) [i-te Zeile
von A| (n x p)B.

Satz 1 Seien A, B, C' Matrizen iiber K, so dass die Produkte BC' und A(BC') definiert
sind, dann sind auch die Produkte AB und (AB)C definiert und es gilt:

A(BC) = (AB)C.
Beweis Sei B eine n x p-Matrix. Also hat C' p Zeilen und BC n Zeilen. Also (weil

A(BC) definiert ist) (E ist A eine m xn-Matrix. Also ist AB eine wohldefinierte
m x p-Matrix und (AB)C' ist damit auch wohldefiniert.

Wir wollen nun zeigen, dass die zwei Matrizen A(BC) und (AB)C gleich sind.
Dafiir miissen wir zeigen, dass alle ihre Koeffizienten gleich sind.

Wir berechnen also:

[A(BC)]; =

r Azr (BC)TJ

Ay (3, B Cy)
A, B,s Cy; (Distributivitét und Assoziativitét in K)
A B,s Cy; (Kommutativitat und Assoziativitdt in K)
Zr Az Brs) ng
AB),
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Bezeichnung Seien A eine n x n-Matrix und k € N.
AF:= A .. A (wohldefiniert).
—
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