11 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Kapitel 2: § 2 Unterraume

Definition 11.1.

Sei V' ein K-Vektorraum und W C V eine Teilmenge. W ist ein Teilraum, falls (W, +, ) ein
K-Vektorraum ist (mit der Einschriankung der Verkniipfung von V' auf W i.e. es sollen gelten
+:WxW — W und e : K x W — W und auch die Vektorraumaxiome).

Dazu sind nachzurechnen:

Oy € W, a,feW = a+peW
ce K,aeW = caeW
(insbesondere a € W = —aecW)

Also gibt es ein einfaches Kriterium.

Satz 11.2.
Sei V ein K-Vektorraum, () # W C V eine Teilmenge. Dann ist W ein Unterraum von V' genau
dann, wenn fiir alle o, B € W,ce K :a+cf € W.

Beispiel 11.3.
(1) Ist V ein K-Vektorraum, so sind V' und {0y} Unterrdume von V.

(2) V=K"
W = {(z1,...,2,) € K" | y = 0} ist Unterraum, aber X := {(z1,...,z,) € K" | 21 =
1 4 x2} nicht !
(E.g. (0,...,0) € X).

(3) Die Symmetrischen n x n-Matrizen iiber K (A;; = Aj; fiir 1 <4,j <n)
Seiten A, B € Sym,,,,(K);c € K, dann ist
Also A+ ¢B € Sym,,,,(K) wie gewiinscht.
(4) Ein sehr wichtiges Beispiel!
Der Losungsraum eines homogenen LGS: A sei eine m x n-Matrix {iber K. Dann ist
{X € Mat,x(K) | AX =0}

ein Unterraum von Mat,, 1 (K).

Beweis:
Ist A€ Mat,«,(K),B,C € Mat,«,(K),d € K, so ist
A(B+dC) = AB+ dAC.
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(4) Denn
[A(B +dC)]ij = > ey Aie(B + dC)rj = 3 Ai(Brj + (dC)y;)

= (AB)ij +d Y AxCyj = (AB)i; + d(AC);.

Insbesondere:
Ist AX; = AX, =0, so auch A(X; +dX;) =0. O

Definition 11.4.
Sei V ein K-Vektorraum und X C V. Eine lineare Kombination von Elementen aus X ist eine
(endliche) Summe ) _y c,v mit ¢, € K, wobei ¢, = 0 fiir alle bis auf endliche viele v.

Damit konnen wir nun definieren

Definition 11.5.
Sei V' ein K-Vektorraum und X C V. Dann ist span(X), der von X aufgespannte oder erzeugte
Unterraum, definiert als

span(X) := {Z cov | ¢y € K und ¢, = 0 fiir alle bis auf endliche viele v € X}.

veX

Konvention: span () = {0}.

Proposition 11.6.
Fiir jede X C V ist span (X) ein Unterraum.

Beweis
span ) = {0}. Sonst X # () = span (X) #0.Selena =3 _vcv, 3= .y dyv € span (X).
Seice K. Also a4 ¢cf =), . x(cy + cdy)v € span (X). O

Es ist sogar der “kleinste” Unterraum der X enthélt. Das ist unser néchstes Ziel .

Satz 11.7.
Sei V ein K — VR, und x eine Menge von Unterrdumen. Dann ist (] x ein Unterraum von V.

Beweis

ﬂX = mWEX W
0, € W fiir alle W € y also 0, € (" x # 0.
Sind «, 5 € (x, ¢ € K, so sind fiir jedes W € x auch «, 8 € W, also a+ ¢ € W. Daraus folgt

a+cfex. O
Es sei nun fir X CV L(X) definiert als

L(X):= ﬂ{W C V|W ist ein Unterraum und X C W},
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Satz 11.8.
Fir X C V ist L(X) = span (X).

Beweis
X =0.L(X) := ({W C VW Unterraum} = {0} = span (0).
X # 0

(1) L(X) C span (X):
span (X) C V ist ein Unterraum und X C span (X). Also span (X) € {W CV | W ein
Unterraum und X C W},
Alsov € L(X) = v e ({W | W ein Unterraum und X C W} = v € span (X).

(2) span (X) C L(X):
Sei v € span (X), W C V ein Unterraum und X C W.
Da v € span (X), existiert (c;;2 € X) (¢, € K firallex € X) mit v = ) ¢, 7,
wobei ¢, = 0 fiir alle bis auf endlich viele z. Da W ein Unterraum ist und X C W, ist
YowexCa T=vEW .

Da W beliebig war, ist v Element von jedem Unterraum mit diesen Eigenschaften, also
auch des Durchschnitts. OJ

Wir konnen auch mehrere Unterraume zusammenfassen:

Definition 11.9.

Seien Sq,...,5. CV,V ein K — VR.

Dannist S+ -+ Sy :={o1+ -+ x| x; € S;;1 <i <k}
kurz auch S Sy = {32F a; |2, € S;;1 <i <k}

Korollar 11.10.
Seien W1, ..., W, Unterrdume von V. Dann ist W = ZfZII/VZ» ein Unterraum von V und
W; CW ftir 1 <1< k.

Beweis
Ubungsaufgabe OJ

Korollar 11.11.
Sind W, ..., W, Unterréime von V, so ist W := S W; = span (JI_, W)).

Beweis

“C”: Sei v € Y W;. Also existiert w;,¢ € {1,...k} mit w; € W; und v = > w;. Dann ist
w; € U?:1 W; fiir jedes 1 < i < k.
Also v = ) w; € span (U§:1 W;).

“D”: Sei v € span (| W;). Dann existiert (¢;;¢ < k) und (w; | ¢ < k) mit ¢; € K;w; € W, so
dass v = > ;.
(Bemerkung: Aus jedem W; kénnen mehrere Elemente stammen. Die miissen wir dann
erst zusammenfassen!)
Da W; Unterrdume sind, ist mit w; € W; auch c;w; € W;. Also existiert (w} | i < k) mit
w; € Wi und v = ) w), (ndmlich w} := c;w;).
also v e Y W, O
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Beispiel 11.12.
Sei K C R ein Teilkorper, ferner

o = (1,2,0,3,0)
a; = (0,0,1,4,0) » € K°
as = (0,0,0,0,1)

a € span ({aq, az, a3}) genau dann, wenn ¢y, ¢, ¢3 € K existiert mit aw = Zf’zl ciay, also hat «
damit die Form (cq, 2¢q, 2, 3¢1 + 4o, ¢3)
span ({aq, as, as}) = {(z1, 22, 23, 24, 75) € K°; 19 = 221, 24 = 321 + 422}



