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Kapitel 2: § 4 Koordinaten

Definition 14.1.

Sei V' endlich dim K-Vektorraum; dimV = n.

Eine geordnete Basis ist ein n-Tupel (aq,...,q,); o € V, so dass B ={ay,...,a,} eine Basis
ist.

Notation und Terminologie
Wir schreiben B = {a1, ..., a,} ist eine geordnete Basis. (Wir werden nicht (ay, ..., a,)
schreiben.)

Lemma 14.2.
Sei V' ein endlich dim K-Vektorraum; a € V, dann existiert ein eindeutiges n-Tupel
(z1,...,2,) € K" mit o = > " | mi0y.

Beweis
a=Yzo=>r" (ti—z)a=0=x—2=0=1,=2zfirale 1 <i<n. O

Definition 14.3. _ .
x; ist die i-te Koordinate von o beziiglich B.

(2) (x1,...,2,) ist das Koordinaten-Tupel von « beziglich B.

Definition 14.4.
V. W sind K-Vektorrdume.

(1) T:V — W ist eine lineare Abbildung (oder Transformation), falls
(a) T(a+p) =T(2) +T(P)
(b) T(ca) = T'(e);
a,f € V;ce K; (a) und (b) sind dquivalent zu: Vo, 8 € V, Ve € K
(¢) T(ca+pB)=cT(a)+T(P)

Bemerkung

T(0) — TZE)()O:TO()O) } ~ T(0) = 0.

(2) T ist eine Isomorphie oder ein Isomorphismus, falls T ferner bijektiv ist.

NoTtation
VaWoder Ve W
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Terminologie
V und W sind isomorph.

Lemma 14.5.
Sei T eine lineare Transformation. Dann ist 7" injektiv genau dann, wenn

Va(T(a) =0= a=0).

Beweis
“=” T ist injektiv und T'(a) = 0 = T'(0). Also aw = 0.

“<” Sei T'(a1) = T(ag), dann T'(ayq) — T(ag) = 0, i.e. T(ag — ay) = 0.
Also a; — ap = 0 und a3 = .

Satz 14.6.
dimV =n,V ein K-Vektorraum, = V = K.

Beweis
Sei B = {a,...,a,} eine geordnete Basis. Definiere T': V' — K"
a— (Ty,...,2,)

:= Koordinaten-Tupel von « beziiglich B.

T(a+ B) = T(a) + T(B).

Sei v =Y wioy, f =Y yiy, a+ 8 = > (x;+y;) o eindeutig = T(a+0) = (141, - . -

(1, @) + (Y1y o yn) = T(a) + T(5).

Analog T'(ca) = cT'(«).

T(a)=(0,...,0) =a=0,weil zy =--- =2, =0.

So T injektiv.

Sei (z1,...,x,) € K" Setze a:= Y x;0p € V. Es gilt T'(a) = (x1,...,2,).
So T' surjektiv.

Notation

Koordinaten Spaltenmatrix von « beziiglich B:
L1

o] =
Tn

s T FYn)



