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18 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Bemerkung 18.1.
V endlich dim; T : V → W eine lineare Transformation.
Es gilt: RT = T (V ) ⊆ W (Unterraum) ist endlich erzeugt, weil:
Sei B = {α1, . . . , αn} eine Basis für V und α ∈ V . Setze βi := T (αi).
T (α) = T (

∑
ciαi) =

∑
ciT (αi) =

∑
ciβi.

⇒ T (α) ∈ span {β1, . . . , βn}. Also RT = span {β1, . . . , βn}. �

Satz 18.2.
V endlich dim; T : V → W .
Es gilt: dim V = dim kerT+ rang T .

Beweis
Sei {α1, . . . , αk} eine Basis fürN = kerT . Sei αk+1, . . . , αn ∈ V , so dass {α1, . . . , αk, αk+1, . . . , αn}
eine Basis für V ist.
Behauptung: {T (αk+1), . . . , T (αn)} bilden eine Basis für RT .
Beweis: Aus Bemerkung 18.1 folgt: {T (α1), . . . , T (αk)︸ ︷︷ ︸

=0

, T (αk+1), . . . , T (αn)} erzeugen RT .

Also {T (αk+1), . . . , T (αn)} erzeugen RT . Sei nun
∑n

i=k+1 ci(T (αi)) = 0.

Also T (
n∑

i=k+1

ciαi︸ ︷︷ ︸
:=α

) = 0.

Also α ∈ N ; es existiert b1, . . . , bk ∈ K mit α =
∑k

i=1 biαi.

Also 0 = α− α =
∑k

i=1 biαi −
∑k

j=k+1 cjαj = 0.

Aber {α1, . . . , αk, αk+1, . . . , αn} sind linear unabhängig also
b1 = · · · = bk = ck+1 = · · · = cn = 0. �

Beispiel 18.3.
A ist eine m× n-Matrix. TA : Kn×1 → Km×1

TA(X) := AX
kerTA = Lösungsraum AX = 0.
RTA = {Y ∈ Km×1;∃X : AX = Y } (*)

Seien A1, . . . , An Spalten von A. Dann ergibt (∗): Y ∈ RTA genau dann, wenn existiert X, so
dass Y = x1A1 + · · ·+ xnAn.
Also RTA = Spaltenraum von A und rang (TA) = Spaltenrang von A, wobei Spaltenraum
:= span {A1, . . . , An}; Spaltenrang := dim Spaltenraum.
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Kapitel 3: § 3 Die Algebra der linearen Transformation

Seien V,W Vektorräume über K. Wir haben gesehen, dass Fkt (V,W ) = {f | f : V →
W eine Funktion } versehen mit Funktion Addition und Skalarmultiplikation einK-Vektorraum
ist.

Satz 18.4.
Setze L(V,W ) := {T | T : V → W lineare Transformation} := L mit Addition
(T + U)(α) := T (α) + U(α) für alle T und U ∈ L
(dT )(α) := d(T (α)) d ∈ K.
Es gilt: T + U ∈ L und dT ∈ L.

Beweis
(T + U)(cα + β) = c(T + U)(α) + (T + U)(β) (Übungsaufgabe)
(dT )(cα + β) = dT (cα + β) = d(cT (α) + T (β)) = cdT (α) + dT (β)
= c(dT (α)) + (dT )(β). �

Bemerkung 18.5.
0 ∈ L(V,W );L(V,W ) 6= ∅. Also L(V,W ) ⊆ Fkt (V,W ) (Unterraum). Insbesondere ist L(V,W )
ein K-Vektorraum.

Satz 18.6.
V n-dim, W m-dim über K. Dann ist dim L(V,W ) = mn.

Beweis
B = {α1, . . . , αn} ist eine geordnete Basis von V und B′ = {β1, . . . , βm} ist eine geordnete
Basis von W . Für jedes (p, q) mit 1 ≤ p ≤ m und 1 ≤ q ≤ n definieren wir Ep,q eine lineare
Transformation:

Ep,q : V → W definiert für j = 1, . . . , n

Ep,q(αj) :=

{
0 j 6= q
βp j = q

= δjqβp

Behauptung
{Ep,q : 1 ≤ p ≤ m und 1 ≤ q ≤ m} bilden eine Basis für L.

Beweis
Sei T : V → W und 1 ≤ j ≤ n. Schreibe T (αj) =

∑m
p=1Apjβp in B′ für geeignete Apj ∈ K.
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Zwischenbehauptung: T =
∑
p

∑
q

ApqE
p,q

︸ ︷︷ ︸
:=U

,

weil U(αj) = (
∑

p

∑
q ApqE

p,q)(αj)

=
∑

p

∑
q Apqδjqβp

=
∑m

p=1Apjβp

= T (αj)

.

Also U(α) = T (α) für alle α ∈ V . Also U = T .

Also {Ep,q : 1 ≤ p ≤ m und 1 ≤ q ≤ m} erzeugen L.
Linear unabhängig ?

Sei U =
∑

p

∑
q ApqE

p,q = 0 für Apq ∈ K. Also gilt für alle j = 1, . . . , n:

U(αj) = 0 i.e.
∑m

p=1Apjβp = 0. Nun ist {βp : 1 ≤ p ≤ m} linear

unabhängig ⇒ Apj = 0 für alle p und j. �

Satz 18.7.
Seien V,W,Z Vektorräume über K und T, U lineare Transformationen.

V
T→ W W

U→ Z.

Es gilt V
U◦T→ Z ist wieder linear.

Beweis
(U ◦ T )(cα + β) = U(T (cα + β)) = U(cT (α) + T (β)) = cU(T (α)) + U(T (β)) = c(U ◦ T )(α) +
(U ◦ T )(β) �

Sonderfall
V = W = Z. Also hat L(V, V ) eine Vektorenmultiplikation UT := U ◦ T .

Bezeichnung
Schreibe T 0 := I (Identitätsabbildung)

T 2 := T ◦ T

T n := T ◦ · · · ◦ T
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Definition 18.8.
Sei K ein Körper. Eine lineare Algebra L über K ist ein K-Vektorraum, versehen mit einer
Vektorenmultiplikation, so dass

(a) α(βγ) = (αβ)γ für alle α, β, γ ∈ L

(b) α(β + γ) = αβ + αγ und (α + β)γ = αγ + βγ für alle α, β, γ ∈ L

(c) c(αβ) = (cα)β = α(cβ) für alle c ∈ K.

(d) Falls ein I ∈ L existiert mit I · α = α · I = α für alle α ∈ L, heißt L eine lineare Algebra
mit Einheit.

(e) Falls αβ = βα für alle α, β ∈ L heißt L kommutativ.

Lemma 18.9.
L(V, V ) ist eine K-lineare Algebra mit Einheit.

Beweis

(a) Ergibt sich.

(b) U(T1 + T2)(α) = U((T1 + T2)(α)) = U(T1(α) + T2(α))

= U(T1(α)) + U(T2(α)) = (UT1)(α) + (UT2)(α).

Auch ((T1 + T2)U)(α) = (T1 + T2)(U(α)) = T1(U(α)) + T2(U(α))

= (T1U + T2U)(α).

(c) Analog. �


