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Sei stets k ein Körper und K ein algebraisch abgeschlossener Oberkörper von k.

Aufgabe 13
Sei I = (x2−y, x3−z) ⊆ k[x, y, z]. Welche Gröbnerbasis von I gibt der Buchberger-
Algorithmus bezüglich (a) invlex, (b) lex, (c) grevlex? Welches ist jeweils die redu-
zierte Gröbnerbasis von I?

Aufgabe 14
Sei x = (x1, . . . , xn), und seien f1, . . . , fr ∈ k(x) = k(x1, . . . , xn) rationale Funktio-
nen. Wir schreiben fi = gi/h mit gi, h ∈ k[x] und h 6= 0. Dann ist die Abbildung

φ : An r V(h)→ Ar, φ(x) :=
(
f1(x), . . . , fr(x)

)
wohldefiniert. Sei V der Abschluß von im(φ) in der k-Zariskitopologie auf Ar. Man
zeige, daß k[V ] zur k-Teilalgebra k[f1, . . . , fr] von k(x) isomorph ist, und folgere:
V ist k-irreduzibel.

Aufgabe 15
Für das Verschwindungsideal I(C) der affinen Varietät C = {(t3, t4, t5) : t ∈ K} ⊆
A3 (Aufgabe 9) zeige man:

(a) I(C) = (x3 − yz, xz − y2, x2y − z2);
(b) I(C) kann nicht von zwei Elementen erzeugt werden.

Anleitung zu (a): Reduziere ein gegebenes Element aus I(C) schrittweise modulo
dem rechten Ideal, bis es eine hinreichend einfache Form hat. Zu (b): Setze m :=
(x, y, z) und I := I(C), dann gilt I ⊆ m2. Welche Dimension hat der k-Vektorraum
I/(I ∩m3)?

Aufgabe 16
Ist M ein A-Modul und S eine multiplikative Teilmenge von A, so wird auf M × S
durch

(x, s) ∼ (y, t) :⇔ ∃ u ∈ S u(tx− sy) = 0

eine Äquivalenzrelation ∼ definiert. Wir bezeichnen mit x
s die Äquivalenzklasse von

(x, s), und mit MS die Menge aller Äquivalenzklassen. Man überzeuge sich davon,
daß auf MS durch

x

s
+
y

t
:=

tx+ sy

st
,

a

t
· x
s

:=
ax

st
(für x

s , y
t ∈ MS und a

t ∈ AS) eine wohldefinierte Struktur als AS-Modul gegeben
ist, und zeige:
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(a) Jede A-lineare Abbildung f : M → N induziert eine AS-lineare Abbildung
fS : MS → NS durch fS(x

s ) = f(x)
s . Ist g : N → N ′ eine weitere A-lineare

Abbildung, so ist (g ◦ f)S = gS ◦ fS .

(b) Ist M ′
f−→M

g−→M ′′ eine exakte Sequenz aus A-linearen Abbildungen, so

ist die induzierte Sequenz M ′S
fS−→ MS

gS−→ M ′′S der AS-Moduln ebenfalls
exakt.


