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Sei stets k ein Körper und K ein algebraisch abgeschlossener Oberkörper von k.

Aufgabe 17
Sei I ein Ideal in k[x] = k[x1, . . . , xn], und sei � eine Monomordnung auf k[x]. Es
sind äquivalent:

(i) Das Ideal I ist nulldimensional;
(ii) für i = 1, . . . , n gibt es ein 0 6= fi ∈ I mit LM�(fi) = xki

i (für ein ki ≥ 0);
(iii) es gibt nur endlich viele Monome, die nicht in LI�(I) liegen.

Aufgabe 18
Sei I ⊆ k[x, y, z] das Verschwindungsideal von C = {(t3, t4, t5) : t ∈ K}.

(a) I = k[x, y, z] ∩ J mit J := (x − t3, y − t4, z − t5). (J ist ein Ideal in
k[t, x, y, z].)

(b) Benutze SINGULAR, um eine lex -Gröbnerbasis H von J zu finden, und leite
aus H eine lex -Gröbnerbasis G von I ab.

(c) Drücke die Elemente von G durch das in Aufgabe 15 gefundene Erzeugen-
densystem von I aus.

Aufgabe 19
Sei x = (x1, . . . , xm), seien f1, . . . , fn, h ∈ k[x] mit h 6= 0, und sei V der Zariskiab-
schluß des Bildes der Abbildung

Am r V(h) → An, x 7→
(f1(x)

h(x)
, . . . ,

fn(x)
h(x)

)
.

Zeige: I(V ) = k[y] ∩ J mit J :=
(
ht− 1, y1 − tf1, . . . , yn − tfn

)
(Ideal in k[t, x, y],

mit y = (y1, . . . , yn).

Aufgabe 20
Sei A = (aij) ∈ Ms×n(k), und sei

fi =
n∑

j=1

aijxj ∈ k[x1, . . . , xn]

(i = 1, . . . , s). Sei B = (bij) die durch elementare Zeilenumformungen hergestellte
reduzierte Zeilenstufenform der Matrix A (reduziert heißt: mit Pivotelement 1 in
jeder Zeile), und sei

gi =
n∑

j=1

bijxj (i = 1, . . . , s).
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Sei r = rk(A), und sei � eine Monomordnung mit x1 � x2 � · · · � xn. Man zeige:
{g1, . . . , gr} ist die reduzierte Gröbnerbasis des Ideals (f1, . . . , fs) bezüglich �.

Hinweis: Man benutze das Buchberger-Kriterium.


