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Sei stets K ein Körper.

Aufgabe 1

Seien V,W Vektorräume über K. Wir definieren

ΨV : V −→ V ∗∗

x 7−→ lV,x

mit lV,x(ϕ) := ϕ(x) für alle ϕ ∈ V ∗. Zeige

(a) Die Abbildung ΨV ist linear und wohldefiniert, d.h. es gilt ΨV (x) ∈ V ∗∗.
(b) Ist V endlichdimensional, so ist die Abbildung ΨV ein Isomorphismus von

Vektorräumen.
(c) Sei f ∈ Hom(V,W ). Dann gilt f∗∗ ◦ΨV = ΨW ◦ f .

Aufgabe 2

Sei V der Vektorraum aller reellwertigen Folgen (mit gliedweiser Addition und
Skalarmultiplikation). Sei W = {(ak)k≥1 ∈ V : 2a1+l − 3a2+l − a3+l = 0, ∀l ∈ N}.
Sei f : W −→ R, (ak)k≥1 7→ a6.

(a) Zeige, dass W ein Unterraum von V ist. Bestimme eine Basis von W .
(b) Zeige, dass f ∈ W ∗ ist. Bestimme die Koordinaten von f bezüglich der

dualen Basis von W aus (a).

Hinweis zu (a):
Die gefundenen Basiselemente müssen nicht explizit dargestellt werden; es genügt
eine rekursive Darstellung.

Aufgabe 3

Seien V,W endlichdimensionale K-Vektorräume. Zeige, dass die Abbildung

Φ: Hom(V,W ) −→ Hom(W ∗, V ∗)

f 7−→ f∗

ein Isomorphismus von K–Vektorräumen ist.

Aufgabe 4

Seien V,W endlichdimensionale K–Vektorräume und f : V −→ W ein Homomor-
phismus. Zeige

(a) f∗ ist surjektiv ⇔ f ist injektiv.
(b) f∗ ist injektiv ⇔ f ist surjektiv.


