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Abgabe: Freitag, 17. Mai 2013, 10.00 Uhr, in die Briefkästen neben F 411. Bitte
verwenden Sie für jede Aufgabe ein eigenes Blatt, und schreiben Sie Ihren Namen
und Ihre Übungsgruppe auf jedes Blatt.

Sei K stets ein Körper.

Aufgabe 13

Sei σ : C −→ C, σ(a+ ib) ≡ a+ ib := a− ib die komplexe Konjugation. Zeige

(a) Die Abbildung σ ist R–linear und multiplikativ.
(b) Ist f ∈ C[t] mit deg(f) = n, so gibt es α0, α1, . . . , αn ∈ C mit

f = α0

n∏
i=1

(t− αi)

(c) Ist f ∈ R[t], so gibt es p1, . . . , pr ∈ R[t] mit deg(pi) ≤ 2 und f = p1 · · · pr.
(d) Ist f ∈ R[t] mit f(x) ≥ 0 für alle x ∈ R, so gibt es q1, . . . , qk ∈ R[t] mit

f = q21 + · · ·+ q2k.

Hinweis: Man darf/soll annehmen, dass jedes f ∈ C[t] mit deg(f) ≥ 1 eine Null-
stelle besitzt.

Aufgabe 14

Sei V ein endlichdimensionaler R–Vektorraum. Bezeichne Bil(V ) die Menge aller
Bilinearformen V × V −→ R, also Abbildungen f : V × V −→ R die R–linear in
beiden Argumenten sind. Zeige

(a) Bil(V ) wird mit punktweisen Operationen zu einem R–Vektorraum.
(b) Die Abbildung Θ: Bil(V ) −→ Hom(V, V ∗), b 7→ lb mit lb(x) := b(x,−) ist

ein Isomorphismus. Folgere dim Bil(V ) = (dimV )2.
(c) Ist b ein Skalarprodukt, so ist Θ(b) ein Isomorphismus.

Aufgabe 15

Sei l2(R) die Menge aller reellen Folgen (ak)k≥1, für die
∑

k≥1 |ak|2 konvergiert.

Zeige, dass l2(R) ein euklidischer Vektorraum ist (Vgl. Beispiel zu Thm 2.5.2 (iv)).
Hinweis:
Insbesondere ist die Wohldefiniertheit des Skalarprodukts zu zeigen.

Aufgabe 16

Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitärer Vektorraum. Seien f, g ∈
End(V ) normal. Dann gilt

f ◦ g = 0⇔ g ◦ f = 0


