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Blatt 8

Abgabe: Freitag, 14. Juni 2013, 10.00 Uhr, in die Briefkästen neben F 411. Bitte
verwenden Sie für jede Aufgabe ein eigenes Blatt, und schreiben Sie Ihren Namen
und Ihre Übungsgruppe auf jedes Blatt.

Sei K stets ein Körper.

Aufgabe 29

Sei V ein endlichdimensionaler R–Vektorraum und ϕ,ψ symmetrische Bilinearfor-
men auf V . Sei ψ positiv definit. Zeige, dass ein λ ∈ R und ein x ∈ V r{0} existieren
mit

ϕ(x, y) = λψ(x, y) für alle y ∈ V.

Hinweis:
Man gehe ähnlich wie im Beweis zu Theorem 3.4.4 vor: Für geeignete x, y ∈ Rn

und t ∈ R berechne man

∂

∂t

ϕ(x+ ty, x+ ty)

ψ(x+ ty, x+ ty)

∣∣∣∣
t=0

.

Aufgabe 30

Sei A : [−1, 1] −→ Rn×n, t 7→ A(t) stetig und symmetrisch für alle t ∈ R. Seien
λ1(t) ≤ · · · ≤ λn(t) die angeordneten Eigenwerte von A(t). Lassen sich zu λi(t) stets
Eigenvektoren xi(t) für (i = 1, . . . , n) so wählen, dass xi(t) stetig von t abhängt?
Finde einen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 31

Sei

S :=


1 0 0 0
0 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

0 0 1
2 0

 ∈ R4×4

Für A ∈ R4×4 symmetrisch seien λ1 ≤ · · · ≤ λ4 die geordneten Eigenwerte von A
und µ1 ≤ · · · ≤ µ4 die geordneten Eigenwerte von A + S. Zeige |λi − µi| ≤ 1 für
i = 1, . . . , 4.
Hinweis: Man zeige zunächst, dass

∣∣(x1)2 + x2x3 + x3x4
∣∣ ≤ 1 für alle x ∈ S3 gilt.



Aufgabe 32

Seien A,B ∈ Rn×n symmetrische Matrizen, B positiv definit. Zeige: Es gibt eine
Basis x1, . . . , xn des Rn und λ1, . . . , λn, so dass

Axi = λiBxi.

Hinweis: Betrachte
√
B−1.

Bemerkung
Die Aufgaben 29 und 32 beschäftigen sich mit Eigenwerten einer quadratischen
Form bezüglich einer anderen.

Definition
Seien ϕ,ψ symmetrische Bilinearformen auf einem R–Vektorraum V . Dann heißt
x ∈ V r {0} Eigenvektor von ϕ bezüglich ψ zum Eigenwert λ, falls

λψ(−, x) = ϕ(−, x)

gilt.


