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Übungen zur Vorlesung Lineare Algebra II

Blatt 1

Hinweis zu Aufgabe 1

(a) Zunächst zeigen wir die Linearität von ΨV . Seien dazu x, y ∈ V , λ ∈ K
und ϕ ∈ V ∗. Es ist ΨV (x+ y)(ϕ) = lV,x+y(ϕ) = ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) =
(ΨV (x)+ΨV (y))(ϕ), sowie ΨV (λx)(ϕ) = ϕ(λx) = λϕ(x) = λΨV (x)(ϕ). Da
diese Gleichungen für alle ϕ ∈ V ∗ gelten, folgt ΨV (x+y) = ΨV (x)+ΨV (y)
und ΨV (λx) = λΨV (x). Sei nun x ∈ V fixiert. Wir zeigen, dass tatsächlich
ΨV (x) ∈ V ∗∗ gilt. Seien dazu ϕ1, ϕ2 ∈ V ∗ , λ ∈ K. Dann ist ΨV (x)(ϕ1 +
ϕ2) = lV,x(ϕ1 +ϕ2) = ϕ1(x)+ϕ2(x) = ΨV (x)(ϕ1)+ΨV (x)(ϕ2). Weiter gilt
ΨV (x)(λϕ1) = (λϕ1)(x) = λϕ1(x) = λΨV (x)(ϕ1). Daher ist ΨV (x) eine
K–lineare Abbildung.

(b) Wir zeigen zunächst ker(ΨV ) = {0}. Sei dazu x ∈ ker(ΨV ) ⊆ V . Dann gilt
ΨV (x)(ϕ) = ϕ(x) = 0 für alle ϕ ∈ V ∗. Wäre x 6= 0, so ließe sich die Menge
{x} zu einer Basis ergänzen und eine Abbildung ϕ ∈ V ∗ konstruieren mit
ϕ(x) = 1. Dies ist nicht der Fall, also gilt x = 0. Also ist ΨV injektiv.
Wegen dimV = dimV ∗ ist Ψ auch surjektiv.

(c) Beide Abbildungen haben V als Definitionsbereich undW ∗∗ als Bildbereich.
Wir wählen daher x ∈ V und ϕ ∈W ∗ und zeigen

(f∗∗ ◦ΨV )(x)(ϕ) = (ΨW ◦ f)(x)(ϕ).

Ist dies für alle ϕ ∈W ∗ erfüllt, so folgt die Behauptung. Es ist

(f∗∗ ◦ΨV )(x)(ϕ) = f∗∗(lV,x)(ϕ)

= (lV,x ◦ f∗)(ϕ)

= lV,x(f∗(ϕ))

= lV,x(ϕ ◦ f)

= (ϕ ◦ f)(x)

= ϕ(f(x)).

Anderseits gilt

(ΨW ◦ f)(x)(ϕ) = ΨW (f(x))(ϕ)

= lW,f(x)(ϕ)

= ϕ(f(x)).

Dies zeigt, dass beide Abbildungen gleich sind.

Hinweis zu Aufgabe 2

(a) Der Nachweis, dass W ein Unterraum von V ist, ist Routine. Zunächst
bemerken wir, dass ein Element in W durch die Angabe der ersten zwei
Werte eindeutig bestimmt ist. Wir definieren die Folgen a := (ak)k≥1 mit
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a1 = 1, a2 = 0 und ak = −3ak−1 + 2ak−2 sowie b := (bk)k≥1 mit b1 = 0,
b2 = 1 und bk = −3bk−1 + 2bk−2. Sicherlich sind a, b linear unabhängig,
da sie schon in V linear unabhängig sind. Anderseits lassen sich durch
Linearkombination von a und b Folgen mit beliebigen Einträgen in der
ersten und zweiten Komponente erzeugen. Das heißt a, b erzeugen auch W
und bilden daher eine Basis von W .

(b) Der Nachweis, dass f ∈W ∗ ist, ist wieder Routine. Wir bestimmen zunächst
die Folgen a und b bis zum 6. Glied. Es ist

a = (1, 0, 2,−6, 22,−78, . . . ) und b = (0, 1,−3, 11,−39, 139, . . . )

Also ist f(a) = −78 und f(b) = 139. Um die Darstellung von f bezüglich
der dualen Basis zu bestimmen, betrachten wir den Ansatz f = λa∗ + µb∗

weiter ist f(a) = λa∗(a) + µb∗(a) = λ = −78 und f(b) = λa∗(b) + µb∗(b) =
µ = 139.

Hinweis zu Aufgabe 3

Wir zeigen zunächst, dass Φ eine K–lineare Abbildung ist. Seien dazu f, g ∈
Hom(V,W ), λ ∈ K sowie ϕ ∈ W ∗ und x ∈ V . Es ist Φ(f + g)(ϕ)(x) = (ϕ ◦
(f + g))(x) = ϕ((f + g)(x)) = ϕ(f(x)) + ϕ(g(x)) = Φ(f)(x) + Φ(g)(x) und
Φ(λf)(ϕ)(x) = ϕ ◦ (λf)(x) = ϕ(λf(x)) = λϕ(f(x)). Da beide Gleichungen für
alle ϕ ∈W ∗ und x ∈ V gelten, folgt die Linearität von Φ. Als nächstes zeigen wir,
dass Φ injektiv ist. Angenommen Φ(f) = f∗ = 0 für ein f ∈ Hom(V,W ). Dann gilt
ϕ ◦ f = 0 für alle ϕ ∈W ∗. Angenommen es gäbe ein x ∈ V mit f(x) = y 6= 0. Wir
ergänzen {y} zu einer Basis von W . Dann gibt es eine Linearform φ0 mit φ0(y) = 1.
Dann gilt aber auch ϕ0 ◦ f(x) = 1 6= 0 und daher f∗ 6= 0. Also ist Φ injektiv. Gilt
dimV = n und dimW = m so ist dim Hom(V,W ) = dim Hom(W ∗, V ∗) = nm.
Dies zeigt, dass Φ auch surjektiv sein muss.

Hinweis zu Aufgabe 4

(a) Sei zunächst f∗ surjektiv. Angenommen f(x) = 0 aber x 6= 0. Wir ergänzen
{x} zu einer Basis von V . Dann gibt es ein ϕ ∈ V ∗ mit ϕ(x) = 1. Da f∗

surjektiv ist, gibt es ein ψ ∈ W ∗ mit f∗(ψ) = ϕ. Dann folgt 1 = ϕ(x) =
f∗(ψ)(x) = ψ(f(x)) = ψ(0) = 0, was ein Widerspruch ist. Also muss x = 0
gewesen sein. Dies zeigt, dass f injektiv ist.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass f injektiv ist. Sei ϕ ∈ V ∗. Dann
definiere folgende Linearform ψ ∈ W ∗. Sei U ein Komplement von im(f)
in W . Definiere ψ ∈W ∗ durch ψ(f(x)) = ϕ(x) für x ∈ im(f) und ψ|U = 0.
Dann gilt f∗(ψ) = ϕ.

(b) Sei zunächst f∗ injektiv. Sei U ein Komplement von im(f) in W . Ist U 6=
{0} so gibt es zwei Linearformen ϕ1, ϕ2 mit ϕ1 = ϕ2 auf im(f) und ϕ1 6= ϕ2

auf U . Dann gilt f∗(ϕ1) = f∗(ϕ2) aber ϕ1 6= ϕ2. Dies ist ein Widerspruch
zur Injektivität von f∗. Daher gilt U = {0}, also ist f surjektiv.

Sei umgekehrt f surjektiv. Angenommen f∗(ϕ1) = f∗(ϕ2) für ϕ1, ϕ2 ∈
V ∗. Dann gilt ϕ1 ◦ f = ϕ2 ◦ f und damit ϕ1(x) = ϕ2(x) für alle x ∈ im(f).
Wegen im(f) = V folgt ϕ1 = ϕ2.


