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Hinweis zu Aufgabe 45

(a) Es geniigt zu zeigen, dass Z[i] multiplikativ abgeschlossen ist. Seien dazu
a,b,c,d € Z. Dann ist

(a+bi)(c+ di) = ab— bd + i(bc + ad).

Wegen ab — bd, bc + ad € Z folgt (a + bi)(c + di) € Z[i].

(b) Offensichtlich sind 1,—1,¢,—i € Z[i]. Im folgenden wird gezeigt, dass dies
alle Einheiten sind. Zunéchst beobachten wir das Verhalten des iiblichen
Absolutbetrages auf Z[i]. Fiir a,b € Z gilt.

la +bi|*> = a® + b* € Z.
Angenommen ¢, d € Z mit ¢+ di = (a + bi)~!. Dann gilt
1= (112 = |(a+ bi)(c+ di)|* = |a+ bi]*|c + di]>.

Daher muss a? +b? € {—1,+1} sein. Es folgt a = £1,b =0 oder a = 0,b =
+1.

(¢) Im folgenden Bild sind die Punkte aus Z[¢] innerhalb der Gaussschen Zah-
lenebene markiert.
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(d) Seien z1,29 € R mit z = 21 +422. Dann gibt es 21, z9 € Z mit |z; — ;| < %
Es ist z := z1 + iz € Z[i] und
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(e) Seien a,b € Z. Dann gilt (2 —i)(a + bi) = 2a + b+ i(2b — a). Identifiziert
man die Gausssche Zahlenebene mit dem R? gilt also

(2—i)={(2a+b,2b—a)" |a,bec Z}.

Also besteht das Hauptideal (2—1) gerade aus allen Z-Linearkombinationen
der Vektoren (2, —1)" und (1,2)*. Wir erhalten also
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(f) Nach Teil (d) existiert ein g € Z[i] mit |2 — ¢| < |1] = 1. Wir multiplizieren
diese Ungleichung mit |a| und erhalten das gewiinschte Ergebnis.

(g) Wir wihlen den Absolutbetrag als Gradfunktion. In der Losung zu Teil (b)
wurde gezeigt, dass |z| € N fiir alle z € Z[i] gilt. Sei nun z € Z[i] und
a € Z[i] ~ {0}. Wir wéhlen ¢ geméf Teil (g) und r := z — aq. Dann gilt
z =aq+rund |r| = |z — ag| < |a|. Dies zeigt, dass Z][i] ein euklidischer
Ring ist.

(h) Wir definieren

¢: Z[) /(£ + 1) — Z[i]
p— p(i).
Zunichst zeigen wir, dass ¢ wohldefiniert ist. Seien also p,q € Z[t] mit
p—q€ (t*+1). Dannist ¢ = p + (t> + 1) - f fiir ein f € Z[t] und daher
(@ =vp+f-[2+1)=@+f +D))0) =p(i)+ f(0) (@ +1) = p(i) = &),

woraus die Wohldefiniertheit von v folgt. Offensichtlich ist 1 ein Ringhomo-
morphismus. Weiter gilt imiy = Z[i], da 1,i € im. Bleibt zu zeigen, dass 9
injektiv ist. Nehmen wir dazu an, dass ¢(p) = 0 ist. Wegen #2 = —1 koénnen
wir annehmen, dass p = a + bt mit a,b € Z ist. Dann ist ¥(p) =a+bi =0
daraus folgt @ = b = 0 und somit p = 0.



Hinweis zu Aufgabe 46
Es gilt
6=2-3=(1+v-5)(1—-v-5).

Bleibt zu zeigen, dass die entsprechenden Elemente aus R := Z[y/—5] paarweise
nicht assoziiert und irreduzibel sind. Seien a,b € Z. Wir beobachten zunéchst, dass
la +bi|* = (a+ib)(a — ib) = a® + 5b* € Z.

Dies zeigt, dass a + bi € R*, genau dann, wenn |a + bi] = 1 gilt. Es ist also

R* ={-1,1}. Es gilt
2P =4
3] =9
I1++v-5*>=6
11+ v=5]? = 6.

Hitte eines dieser Elemente 2 € {2,3,1 + +/—5,1 — v/5} einen echten Teiler d, so
teilt |d|? auch |z|?. Allerdings gibt es kein Element in R, mit Normquadrat 2 oder
3. Dies zeigt, dass x irreduzibel ist. Weiter folgt daraus, dass weder 2 noch 3 zu
(1 £ /=5) assoziiert ist. Dies zeigt, dass die Zerlegung in irreduzible Elemente in
R nicht eindeutig ist. Also kann R kein Hauptidealring sein.

Hinweis zu Aufgabe 47

Wir berechnen den grofiten gemeinsamen Teiler mithilfe des euklidischen Algo-
rithmus. Sei f == 254+ 2® +22* + 22 + 2+ 2 und g := 2> + = + 1. Zunichst
gilt

f=@ 4+ +r+1)g— (2 +2+2).
Es folgt geT(f,g) = geT(g, 2> +2+2). Weiter ist 22 +x+2 | g. Es folgt ggT(f,g) =
22+ x4+ 2.

Hinweis zu Aufgabe 48

Wir verwenden die Notation und den Algorithmus aus Bemerkung 4.3.15. Dabei
gilt

by =3
bo =5
by = 14.
Es ist
c1=5-14=170
co=3-14=42
c3=3-5=15

Wegen ggT(b;,c;) =1, gibt es u;,v; mit 1 = u;b; + v;¢;. Diese berechnen sich zu.
1=-3-234+1-70
1=17-5—-2-42
1=—-14+15.
Also ist v1 =1, vo = —2, v3 = 1. Entsprechend der Bemerkung ist damit
2:70-143-42-(-2)+6-15-1=-22

eine Losung obiges Systems. Alle weiteren Losungen davon unterscheiden sich um
ein Vielfaches von 210 von dieser Losung.



