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Hinweis zu Aufgabe 5

Wir setzen B := A'A und definieren (z,y) := z'By. Wir behaupten, dies ist ein
Skalarprodukt. Wire dies der Fall, so wére B;; = e;Be; = (e;,e;) und B in der
Tat die Matrix von (—,—). Wir zeigen nun, dass (—, —) ein Skalarprodukt ist.
Seien dazu z,v,z € R® und A € R. Zunichst bemerken wir !By € R und daher
(2t By)t = (2'By). Es folgt

.rtAtAy — (JL‘tAtAy)t — ytAt(At)t(xt)t — ytAtAl‘,

woraus (z,y) = (y,x) folgt. Sicherlich gilt auch (z +y,2) = (x,2) + (y,2) und
(Ax,y) = A(z,y), da die Multiplikation von Matrizen bilinear ist. Bleibt also nur
noch die die positiv-Definitheit zu zeigen. In der Tat ist 2 A'Ax = (Ax)!(Az) =
|Az|?. Ist 2 # 0, so ist wegen A € Gl,,(R) auch Az # 0 und somit |Az|* > 0.

Hinweis zu Aufgabe 6

Sei A eine obere Dreiecksmatrix mit AA* = I,,. Wir miissen zeigen, dass A~! =
A ist. Wegen AA! = I, ist also A = A! zu zeigen. Dies ist bei einer oberen
Dreiecksmatrix genau dann der Fall, wenn sie eine Diagonalmatrix ist. Nehmen wir
im Widerspruch an, A ist keine Diagonalmatrix. Dann gibt es einen Eintrag aj» von
A mit i < j und aj» # 0. Sei i < n maximal mit dieser Eigenschaft. Wir betrachten
dann den Eintrag b; der Matrix AA?. Es ist

0= 5;- = Za};ai = aé—a?,
k=1

dabei gilt das letzte Gleichheitszeichen aufgrund der maximalen Wahl von i. Da
az- 2 0 ist, muss a; = 0 sein. Dies steht im Widerspruch zur Invertierbarkeit von
A. Also ist A diagonal und somit A* = A. Als Gegenbeispiel dient die Matrix

0 0 1

cC=1010

1 00

Es gilt C*C = C? = I5. Aber C ist offenbar keine obere Dreiecksmatrix.

Hinweis zu Aufgabe 7
Wir setzen e := (1,1,...,1)! und ¢ := n. Sei y := (|z%|,...,|z"|). Dann gilt nach
Cauchy—Schwarz—Ungleichung

lely = (e, v) < [esw) [ < el Iyl = v lzl, -
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Wegen n > /n folgt L |z|, < [z],. Weiter gilt

2
lz|y < \/n ( max |x1|) f max |x | <n Irllax \J; | < n(\x1|+ ") < n x|, .

i=1,...,n =1,.

{z: |z, <1 {z: |z], <1 {z: =], <1

Hinweis zu Aufgabe 8

(a) Setze \; := (w,x;) fiir i = 1,...,n und definiere v = = — Y| \iz;.
Offensichtlich gilt dann z = """ | A\;z; + u. Fiir j € {1,...,n} gilt weiter

(xj,u) = <x]-,x - Z <x,x,>xl>
i=1
= (@ 0) = Y g oy ) )

= (zj,2) — Z (T, i) (25, 74)

(b) Wie in Teil(a) schreiben wir z = > | Az + u mit (z;,u) = 0 fiir ¢ €
{1,...,n}. Der Einfachheit setzen wir ,1 := u und A,,41 = 1. Dann gilt

|z = (z, )

n+1 n+1
E )\il’i, E )\jl‘j
i=1 7j=1
n+1n+1

= Z Z Aidj (i )

Z )

)\22 + (u,u) .
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Auf der anderen Seite ist

<$,$i> = <Z )\jxj +U,$i> = /\z
j=1



Wegen (u,u) = |u|*> > 0 folgert man

n

||* = i X+ (u,u) < i M=) (w)®
i=1 i=1

i=1



