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Hinweis zu Aufgabe 5

Wir setzen B := AtA und definieren 〈x, y〉 := xtBy. Wir behaupten, dies ist ein
Skalarprodukt. Wäre dies der Fall, so wäre Bij = eiBej = 〈ei, ej〉 und B in der
Tat die Matrix von 〈−,−〉. Wir zeigen nun, dass 〈−,−〉 ein Skalarprodukt ist.
Seien dazu x, y, z ∈ Rn und λ ∈ R. Zunächst bemerken wir xtBy ∈ R und daher
(xtBy)t = (xtBy). Es folgt

xtAtAy = (xtAtAy)t = ytAt(At)t(xt)t = ytAtAx,

woraus 〈x, y〉 = 〈y, x〉 folgt. Sicherlich gilt auch 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉 und
〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉, da die Multiplikation von Matrizen bilinear ist. Bleibt also nur
noch die die positiv-Definitheit zu zeigen. In der Tat ist xtAtAx = (Ax)t(Ax) =

||Ax||2. Ist x 6= 0, so ist wegen A ∈ Gln(R) auch Ax 6= 0 und somit ||Ax||2 > 0.

Hinweis zu Aufgabe 6

Sei A eine obere Dreiecksmatrix mit AAt = In. Wir müssen zeigen, dass A−1 =
A ist. Wegen AAt = In, ist also A = At zu zeigen. Dies ist bei einer oberen
Dreiecksmatrix genau dann der Fall, wenn sie eine Diagonalmatrix ist. Nehmen wir
im Widerspruch an, A ist keine Diagonalmatrix. Dann gibt es einen Eintrag aij von

A mit i < j und aij 6= 0. Sei i < n maximal mit dieser Eigenschaft. Wir betrachten

dann den Eintrag bij der Matrix AAt. Es ist

0 = δij =

n∑
k=1

aika
j
k = aija

j
j ,

dabei gilt das letzte Gleichheitszeichen aufgrund der maximalen Wahl von i. Da
aij 6= 0 ist, muss ajj = 0 sein. Dies steht im Widerspruch zur Invertierbarkeit von

A. Also ist A diagonal und somit At = A. Als Gegenbeispiel dient die Matrix

C =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 .

Es gilt CtC = C2 = I3. Aber C ist offenbar keine obere Dreiecksmatrix.

Hinweis zu Aufgabe 7

Wir setzen e := (1, 1, . . . , 1)t und c := n. Sei y := (|x1|, . . . , |xn|). Dann gilt nach
Cauchy–Schwarz–Ungleichung

||x||1 = 〈e, y〉 ≤ | 〈e, y〉 | ≤ ||e||2 ||y||2 =
√
n ||x||2 .
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Wegen n ≥
√
n folgt 1

n ||x||1 ≤ ||x||2. Weiter gilt

||x||2 ≤

√
n

(
max

i=1,...,n
|xi|
)2

=
√
n max

i=1,...,n
|xi| ≤ n max

i=1,...,n
|xi| ≤ n(|x1|+· · ·+|xn|) ≤ n ||x||1 .

1

1

{x : ||x||1 < 1}

1

1

{x : ||x||2 < 1}

1

1

{x : ||x||∞ < 1}

Hinweis zu Aufgabe 8

(a) Setze λi := 〈x, xi〉 für i = 1, . . . , n und definiere u := x −
∑n

i=1 λixi.
Offensichtlich gilt dann x =

∑n
i=1 λixi + u. Für j ∈ {1, . . . , n} gilt weiter

〈xj , u〉 =

〈
xj , x−

n∑
i=1

〈x, xi〉xi

〉

= 〈xj , x〉 −
n∑

i=1

〈xj , 〈x, xi〉xi〉

= 〈xj , x〉 −
n∑

i=1

〈x, xi〉 〈xj , xi〉

= 〈xj , x〉 −
n∑

i=1

〈x, xi〉 δji

= 〈xj , x〉 − 〈x, xj〉
= 0.

(b) Wie in Teil(a) schreiben wir x =
∑n

i=1 λixi + u mit 〈xi, u〉 = 0 für i ∈
{1, . . . , n}. Der Einfachheit setzen wir xn+1 := u und λn+1 = 1. Dann gilt

||x||2 = 〈x, x〉

=

〈
n+1∑
i=1

λixi,

n+1∑
j=1

λjxj

〉

=

n+1∑
i=1

n+1∑
j=1

λiλj 〈xi, xj〉

=

n∑
i=1

n∑
j=1

λiλjδ
j
i + 〈u, u〉

=

n∑
i=1

λ2i + 〈u, u〉 .

Auf der anderen Seite ist

〈x, xi〉 =

〈
n∑

j=1

λjxj + u, xi

〉
= λi.
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Wegen 〈u, u〉 = ||u||2 ≥ 0 folgert man

||x||2 =

n∑
i=1

λ2i + 〈u, u〉 ≤
n∑

i=1

λ2i =

n∑
i=1

〈x, xi〉2 .


