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Hinweis zu Aufgabe 21
(a) Offensichtlich ist (—, —) bilinear. Wegen tr(AB) = tr(BA) ist (—, —) auch

symmetrisch. Wegen A = A* = A* ist (A, A) = tr(AA) = tr(A*A). Nach
Aufgabe 18 ist (4, A) > 0 und (A, A) = 0 genau dann, wenn A = 0 ist.

(b) Sei A = (a})1<ij<n und B = (b5)1<; j<n. Fasst man die Matrizen als Spal-

tenvektoren auf so ist das Standardskalarprodukt gerade i, 27, aibl.
Nun berechnen wir (4, B). Wegen b = b! folgt

(A, B) = tr(AB)
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(c) Wir zeigen xz' symmetrisch und positiv definit. Es ist (z2)! = z'z, also
zzt € S. Sei y € R", dann gilt y(zzt)y = (2'y)!(z'y) = (2'y)? > 0. Es
folgt zat € S.

(d) Wir zeigen beide Inklusionen. Sei zuniichst A, B € ST. Man beachte, dass
\/Z, v/B hermitesche Matrizen sind. Es folgt

(A, B) = tr(AB)
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dabei folgt die letzte Ungleichung ebenfalls aus Aufgabe 18. Fiir die um-
gekehrte Inklusion nehmen man fir A € S an, dass (A, B) > 0 fiir alle
B € St gilt. Wihle B = x2! fiir ein € R™. Dann ist (A4, B) = tr(Axz?) =
tr(ztAz) = 2 Az > 0. Also ist 2t Ax > 0 fiir alle x € R™. Dies zeigt A € S+.
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Hinweis zu Aufgabe 22

(a) Sei x € (Uy + Us)*. Dann gilt b(w,u; + uz) = 0 fiir alle u; € Uy, up € Us.
Also ist insbesondere b(x,u; + 0) = 0 und b(z,0 + uz) = 0 fiir alle uy €
Uy, uq € Us. Es folgt (U1 + (]2)L - (]1L n (]2L

(b) Sei x € Ui- NUs-. Dann ist b(z,u;) = 0,b(z,us) = 0 fiir alle uy; € Uy, us €
Us. Aufgrund der Bilinearitit von b folgt b(x,u; + ug) = 0 fiir alle u; €
Ui,us € Us. Also (Ul +U2)J' D UlJ' ﬂUQL

(c) Sei x € Ui- + Us-. Wir schreiben x = x1 + x5 mit b(x1,u;) = 0 fiir alle
uy € Uy und b(x2,u2) = 0 fiir alle uy € Us. Ist u € Uy NUs so ist bz +
wo,u) = b(wy,u) + b(wa,u) = 0+ 0. Also ist x € (U; NUsy)* .

(d) Diese Inklusion ist im Allgemeinen falsch. Betrachte zum Beispiel V =

(11

R?, sei b(v,w) = v ( 11 )w Setze U; = span((0,1)!) und Uy =

span((1,0)?). Dann ist Ui~ = Us~ = span((1, —1)*. Anderseits ist U; N Uy =
{0} und daher (U; NUz)* =V # span((1, —1)*).

(e) Sei z € U; und v € Ui-. Dann ist b(z,u) = 0, also = € Ui-*.

(f) Dies ist im allgemeinen falsch. Betrachte zum Beispiel b = 0 auf V = R2.
Ist Uy = span((1,0)?). So ist U+ =V # U;.

Hinweis zu Aufgabe 23

Wir berechnen eine Diagonalisierung von AA* = AA®. Es ist
t

2 2 0 5 5 0 000 5 5 0
AA'=| 2 2 0 |= -& L o0 0 4 0 4 L o
V2 V2 V2 V2
0 0 9 0 0 1 0 0 9 0 0 1
Also sind die Eigenvektoren von AA! gerade die Vektoren v; = (%,f%,O)t,
(%, %,O)t und vs = (0,0,1)". Damit ist Av; = 0, Ave = —2vy, Avs = 3vs. Nach
ergdnzen und normieren erhalten wir die Orthonormalbasis wy = v; we = —v2,
w3 = vz. Die Matrix, die v; auf w; abbildet ist gegeben durch
0 -1 0
U= -1 0 0
0 0 1
Die Wurzel von AA? ist gegeben durch
1 1 1 1 t
? ? 0 0 00 @ ? 0 110
S = ——= —= 0 0 2 0 ——= —= 0 1 1 0
V2 V2 V2 V2
0 0 1 0 0 3 0 0 1 0 0 3

Damit folgt dann A = SU. Diese Zerlegung ist nicht eindeutig. Wir haben w; als
v1 wihlen koénnen. Alternativ héitte man auch —wv; wéhlen kénnen und wére damit
zu einer anderen Polarzerlegung gekommen.

Hinweis zu Aufgabe 24

Seien A1, ..., A\ € K die Eigenwerte von g und V; := Eig(g; \;). Esist V = @le V.
Ist z € Vi, so gilt g(f(z)) = flg(z)) = f(Mx) = Nif(z). Also ist auch f(z) ein
Eigenvektor von g zum Eigenvektor \;. Es folgt f(V;) C V; fir i = 1,...,k. Also
ist V; ein f-invarianter Unterraum. Sei = ein Eigenvektor von f zum Eigenwert pu.
Sei z = x1 + -+ + x mit x; € V;. Dann ist

Wegen f(x;) € V; sind dies zwei Zerlegungen von pa in Summen, deren Summanden
in V; liegen. Da die Summe direkt ist, folgt f(x;) = px;. Also ist z; ein Eigenvektor



von f. Wegen z; € V; ist x; aber auch ein Eigenvektor von g¢. Sei nun z!,...,z"

eine Basis aus Eigenvektoren von f mit
o =zl +. ..+ mitz €V,

Dann ist die Menge {xf | 1 <j <n1 < i<k} ein Menge von simultanen
Eigenvektoren von f und g. Weiter erzeugt diese Menge V. Daher ist eine Teilmenge
dieser Menge eine Basis aus Eigenvektoren. Dies zwar zu zeigen.



