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Hinweis zu Aufgabe 21

(a) Offensichtlich ist 〈−,−〉 bilinear. Wegen tr(AB) = tr(BA) ist 〈−,−〉 auch
symmetrisch. Wegen A = At = A∗ ist 〈A,A〉 = tr(AA) = tr(A∗A). Nach
Aufgabe 18 ist 〈A,A〉 ≥ 0 und 〈A,A〉 = 0 genau dann, wenn A = 0 ist.

(b) Sei A = (aij)1≤i,j≤n und B = (bij)1≤i,j≤n. Fasst man die Matrizen als Spal-
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Nun berechnen wir 〈A,B〉. Wegen bij = bji folgt

〈A,B〉 = tr(AB)

=

n∑
k=1

(AB)kk

=

n∑
k=1

n∑
i=1

aki b
i
k

=

n∑
k=1

n∑
i=1

aki b
k
i .

(c) Wir zeigen xxt symmetrisch und positiv definit. Es ist (xxt)t = xtx, also
xxt ∈ S. Sei y ∈ Rn, dann gilt yt(xxt)y = (xty)t(xty) = (xty)2 ≥ 0. Es
folgt xxt ∈ S.

(d) Wir zeigen beide Inklusionen. Sei zunächst A,B ∈ S+. Man beachte, dass√
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dabei folgt die letzte Ungleichung ebenfalls aus Aufgabe 18. Für die um-
gekehrte Inklusion nehmen man für A ∈ S an, dass 〈A,B〉 ≥ 0 für alle
B ∈ S+ gilt. Wähle B = xxt für ein x ∈ Rn. Dann ist 〈A,B〉 = tr(Axxt) =
tr(xtAx) = xtAx ≥ 0. Also ist xtAx ≥ 0 für alle x ∈ Rn. Dies zeigt A ∈ S+.
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(a) Sei x ∈ (U1 + U2)⊥. Dann gilt b(x, u1 + u2) = 0 für alle u1 ∈ U1, u2 ∈ U2.
Also ist insbesondere b(x, u1 + 0) = 0 und b(x, 0 + u2) = 0 für alle u1 ∈
U1, u2 ∈ U2. Es folgt (U1 + U2)⊥ ⊆ U⊥1 ∩ U⊥2 .

(b) Sei x ∈ U⊥1 ∩ U⊥2 . Dann ist b(x, u1) = 0, b(x, u2) = 0 für alle u1 ∈ U1, u2 ∈
U2. Aufgrund der Bilinearität von b folgt b(x, u1 + u2) = 0 für alle u1 ∈
U1, u2 ∈ U2. Also (U1 + U2)⊥ ⊃ U⊥1 ∩ U⊥2 .

(c) Sei x ∈ U⊥1 + U⊥2 . Wir schreiben x = x1 + x2 mit b(x1, u1) = 0 für alle
u1 ∈ U1 und b(x2, u2) = 0 für alle u2 ∈ U2. Ist u ∈ U1 ∩ U2 so ist b(x1 +
x2, u) = b(x1, u) + b(x2, u) = 0 + 0. Also ist x ∈ (U1 ∩ U2)⊥.

(d) Diese Inklusion ist im Allgemeinen falsch. Betrachte zum Beispiel V =

R2, sei b(v, w) := vt
(

1 1
1 1

)
w. Setze U1 = span((0, 1)t) und U2 =

span((1, 0)t). Dann ist U⊥1 = U⊥2 = span((1,−1)t. Anderseits ist U1 ∩U2 =
{0} und daher (U1 ∩ U2)⊥ = V 6= span((1,−1)t).

(e) Sei x ∈ U1 und u ∈ U⊥1 . Dann ist b(x, u) = 0, also x ∈ U⊥⊥1 .
(f) Dies ist im allgemeinen falsch. Betrachte zum Beispiel b = 0 auf V = R2.

Ist U1 = span((1, 0)t). So ist U⊥⊥1 = V 6= U1.
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Wir berechnen eine Diagonalisierung von AA∗ = AAt. Es ist
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Also sind die Eigenvektoren von AAt gerade die Vektoren v1 = ( 1√
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, 0)t und v3 = (0, 0, 1)t. Damit ist Av1 = 0, Av2 = −2v2, Av3 = 3v3. Nach

ergänzen und normieren erhalten wir die Orthonormalbasis w1 := v1 w2 = −v2,
w3 = v3. Die Matrix, die vi auf wi abbildet ist gegeben durch
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Die Wurzel von AAt ist gegeben durch
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Damit folgt dann A = SU . Diese Zerlegung ist nicht eindeutig. Wir haben w1 als
v1 wählen können. Alternativ hätte man auch −v1 wählen können und wäre damit
zu einer anderen Polarzerlegung gekommen.
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Seien λ1, . . . , λk ∈ K die Eigenwerte von g und Vi := Eig(g;λi). Es ist V =
⊕k

i=1 Vi.
Ist x ∈ Vi, so gilt g(f(x)) = f(g(x)) = f(λix) = λif(x). Also ist auch f(x) ein
Eigenvektor von g zum Eigenvektor λi. Es folgt f(Vi) ⊆ Vi für i = 1, . . . , k. Also
ist Vi ein f–invarianter Unterraum. Sei x ein Eigenvektor von f zum Eigenwert µ.
Sei x = x1 + · · ·+ xk mit xi ∈ Vi. Dann ist

µx = f(x) = f(x1) + · · ·+ f(xk) = µx1 + · · ·+ µxk.

Wegen f(xi) ∈ Vi sind dies zwei Zerlegungen von µx in Summen, deren Summanden
in Vi liegen. Da die Summe direkt ist, folgt f(xi) = µxi. Also ist xi ein Eigenvektor
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von f . Wegen xi ∈ Vi ist xi aber auch ein Eigenvektor von g. Sei nun x1, . . . , xn

eine Basis aus Eigenvektoren von f mit

xj = xj1 + . . .+ xjk mit xji ∈ Vi.

Dann ist die Menge {xji | 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ k} ein Menge von simultanen
Eigenvektoren von f und g. Weiter erzeugt diese Menge V . Daher ist eine Teilmenge
dieser Menge eine Basis aus Eigenvektoren. Dies zwar zu zeigen.


