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Sei n := dimV . Da ψ positiv definit ist, ist die Funktion

f : Sn−1 −→ R

x 7−→ ϕ(x, x)

ψ(x, x)

stetig und nimmt somit auf Sn−1 ihr Maximum an. Es gibt also ein λ ∈ R und
x ∈ V mit

ϕ(y, y)

ψ(y, y)
≤ λ

für alle y ∈ V und Gleichheit für x = y. Wähle nun y ∈ V mit ψ(y, x) = 0. Wir
betrachten die Funktion

g : R −→ R

t 7−→ ϕ(x+ ty, x+ ty)

ψ(x+ ty, x+ ty)
.

Wegen ψ(x, y) = 0 folgt

g(t) =
ϕ(x, x) + 2tϕ(x, y) + t2ϕ(y, y)

ψ(x, x) + t2ψ(y, y)

Nach Konstruktion hat g an der Stelle t = 0 ein Maximum, es gilt daher

0 =
∂g

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
2ϕ(x, y)ψ(x, x)

ψ(x, x)

= 2ϕ(x, y)

Bezüglich dem Skalarprodukt gegeben durch ψ gilt daher

ϕ(x, y) = 0 = λψ(x, y) für alle y ∈ span(x)⊥

Wegen ϕ(x, x) = λψ(x, x) und V = span(x) + span(x)⊥ folgt die Behauptung.
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Diese Aussage ist falsch. Betrachte zum Beispiel

t 7→
(

1− t 0
0 1 + t

)
.

Seien e1, e2 die Standardbasisvektoren des R2. Für t > 0 ist xi(t) = λi(t)ei für
i = 1, 2 und stetigen Funktionen λi(t). Für t < 0 ist x1(t) = µ2(t)e2 und x2(t) =
µ1(t)e1. Damit die xi stetig sind, müsste xi(0) = 0 sein, was nicht möglich ist.
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Für a, b ∈ R gilt stets a2 + b2 ≥ 2|ab|. Für x ∈ S3 gilt somit

|〈x, Sx〉| =
∣∣(x1)2 + x2x3 + x3x4

∣∣
≤ (x1)2 +

1

2
((x2)2 + (x3)2 + (x3)2 + (x4)2)

≤ (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2

= 1

Daher ist |〈x, (A+ S)x〉 − 〈x,Ax〉| ≤ 1 für alle x ∈ S3. Sei Uk die Menge aller k–
dimensionalen Unterräume des Rn. Nach Theorem 3.4.2 und wegen|〈x, (A+ S)x〉 − 〈x,Ax〉| ≤
1 folgt

1 ≥
∣∣∣∣ inf
U∈Uk

sup
x∈S3∩U

− inf
U∈Uk

sup
x∈S3∩U

∣∣∣∣ = |λk − µk|
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Da
√
B symmetrisch ist, ist auch

√
B
−1

=
√
B−1 symmetrisch. Somit ist

(
√
B
−1
A
√
B
−1

)t =
√
B
−t
At
√
B
−t

=
√
B
−1
A
√
B
−1
.

Also ist die Matrix G :=
√
B
−1
A
√
B
−1

eine symmetrische Matrix. Sei y1, . . . , yn
eine Basis des Rn aus Eigenvektoren von G. Dabei sei Gyi = λiyi. Setze xi :=√
B
−1
yi. Da B positiv definit ist, ist x1, . . . , xn ebenfalls eine Basis des Rn. Es gilt

dann √
B
−1
A
√
B
−1
yi = λiyi

⇒
(√

B
−1
A
√
B
−1)√

Bxi = λi
√
Bxi

⇒
√
B
−1
Axi = λi

√
Bxi

Multipliziert man beide Seiten von links mit
√
B folgt das Ergebnis.


